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OBJETIVOS 

El objetivo principal de nn primer curso de mecanica debe ser desa- 
rrollar en el estudiante de ingenieria la eapaeidad de analizar cual- 
quier problema en forma logica y sencilla, y la de aplicar para su so- 
lueion unos cuantos princlpios basicos perfectamente comprendidos. 
Se espera que este texto, disefiado para un primer curso de estatica 
im parti do en el scgundo ano de e studios, y el siguiente, Mecanica vec- 
torial para ingenieros: Dindmica , permitiran que el profesor alcance 
este objetivo. 


ENFOQUE GENERAL 

En la parte inicial del texto se introduce el analisis vectorial, ej cual 
se utiliza en la presentation y exposition de los principios fun da- 
rn entales de la mecanica. Los metodos vectoriales se usan tambi^n 
para resolver diversos problemas, especialmente en tres dimensiones, 
donde estas t£cnicas permiten obtener la solucidn de un modo mils 
conciso y simple. Sin embargo, el £nfasis del libro se mantiene en 
el correcto aprendizaje de los principios de la meCcinica y su aplica- 
ci6n para resolver problem as de ingenieria, por lo que el analisis 
vectorial se presents primordialmente, como una herramienta pr&c- 
tica^ 

Se introducer! aplicaciones practicas desde una etapa im- 
ciaL Una de las caracteristicas del enfoque usado en estos tomos es 
que la mecanica de particular se ha separado en forma clara de la me- 
c£nica de cuerpos rigidos. Este enfoque hace posible considerar apli- 
caciones practicas simples en una etapa inicial y posponer la intro- 
duccidn de los conceptos m£s avanzados. Por ejemplo: 

• En Estatica, la estatica de particulas se estudia primero (capftulo 
2), despues de haber presentado las regias para la suma y resta 
de vectores, y el principio de equilibrio de una particula se aplica 
inmediatamente a situaciones practicas que involucran sdlo 


*En un libro rclacionado, Mecanica para ingenieros Estdtica, cuarta edicibn, el uso del 
algebra vectorial se Umita a la suma y resta de vectores. 
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fuerzas concurrentes. La estatica de cuerpos rigidos se considers 
en los capitulos 3 y 4. En el capitulo 3 se introducen los produc- 
tos escalar y vectorial de dos vectores y se utilizan para definir e] 
momento de una fuenza con respecto a un punto y a un eje. La 
presentacibn de estos nuevos conceptos es seguida por ]a exposi- 
ci6n rigurosa y completa de los sistemas de Fuerzas equivalentes 
que conducen, en el capitulo 4, a muchas aplicadones practicas 
que involucran el equilibrio de cuerpos rigidos bajo la accion de 
sistemas generales de fuerzas. 

• En Dindmica se observa la misma divisibn. Se introducen los con- 
ceptos b^sicos de fuerza, masa y aceleracibn, de trabajo y ener- 
gia, y de impulse y momentum, y se aplican en primera instancia 
a la rcsolucion de problemas que srilo involucran partfculas. De 
esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por si mismos 
con los tres m^todos bisicos utilizados en dindmica, y aprender 
sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asocia- 
das con el movimiento de cuerpos rigidos. 

Los conceptos nuevos se presentan en terminos simples. 
Como este texto estd disenado para un primer curso sobre estdtica, 
los conceptos nuevos se presentan en tdrminos simples y cada paso 
se explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una 
madurez definitiva a] analizar los aspectos mas relevantes de los pro- 
blemas considerados, y al ampliar los m6todos de aplicabilidad gene- 
ral. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de inde- 
terminacion estatica se introducen al principio del texto para ser 
usados en todo el libro. 

Los principles fundamentals se ubican en el contexto de 
apiicaciones simples, Se enfatiza el hecho de que la mecdnica es, 
esencialmente, una ciencia deductim que se basa en algunns princi- 
pios fimdamen tales. Las derivadones se presentan siguiendo su se- 
cuencia logica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embar- 
go, en virtud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente 
inductwo , las apiicaciones mcis simples se consideran primero. Por 
ejemplo: 

• La est&tica de particulas antecede a 1a estatica de cuerpos rigidos, 
y los problemas que involucran fuerzas intemas se posponen has- 
ta el capitulo 6. 

• En el capitulo 4 se consideran primero los problemas de equJi- 
brio que involucran s61o a fuerzas coplanares, y se resuelven por 
medio del algebra ordinaria, mientras que los problemas que in- 
volucran fuerzas tridimensionales, los cuales requieren el uso 
complete del dlgebra vectorial, se exponen en la segunda parte 
de dicho capitulo. 

Se empiean diagramas de cuerpo Itbre para resolver pro- 
blemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de 
fuerzas, Los diagramas de cuerpo libre se introducen al principio 
y se enfatiza su importancia a lo largo de todo el texto. No solo se em- 
piean para resolver problemas de equilibrio sino tambien para expre- 
sar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo mas gene- 
ral, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve 
evidente en e) estudio de la dindmica de cuerpos rigidos, donde se 
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utiliza para resolver problemas tridimensionales y bidimensionales* Se 
pudo lograr una comprensidn mas intuitiva y completa de los princi- 
ples fundamenfcales de la din4mica al poner mayor enfasis en las "ecua - 
ciones de diagramas de cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones 
algebraJcas estandar de movimiento. Este enfoque, introducido en 
1962 en la primera edicion de Mecdnica vectorial para ingenieros , ha 
obtenido hasta la fecha una amplia aceptacion entre los profesores de 
mecdnica en Estados Unidos. Por tanto, para la resolucion de todos 
los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilizaci6n en lu- 
gar del metodo de equilibrio dindmico y de las ecuaciones de movi- 
miento. 

Se utilizan presented ones en distintos tonos para d 1st in- 
guir los vectores. El color se ha usado no s6lo para mejorar la ca- 
lidad de las ilustraciones, sino tambi6n para ayudar a los estudiantes 
a distinguir entre los diversos tdpos de vectores que pueden encon- 
trar. En virtud de que no habia intenci6n de establecer un codigo de 
color para el texto, en un capitulo dado se utiliza el rnismo color pa- 
ra representar el inismo tipo de vector Por ejemplo, a lo largo del to- 
mo de Estdtica , el rojo se utiliza en forma exclusiva para representar 
fuerzas y pares, mientras que los vectores de posici6n se muestran en 
azul y las dimensiones en negro. Esto vuelve mas f&cil para los estu- 
diantes identificar las fuerzas que aetdan sobre una partfcula o cuer- 
po rigido dados y comprender los problemas resueltos y otros ejem- 
plos proporcionados en el libro. 

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance 
entre las unidades SI y unidades de uso comun en Estados Uni- 
dos. Debido a la tendencia que existe en la actualidad en el gobier- 
no y la industria estadounidenses de adoptar el Sistema Intemacional 
de Unidades (unidades m6tricas SI), las unidades SI que se usan con 
mayor frecuencia en mecanica se introducen en el capitulo I y se em- 
plean en todo el libro* Aproximadamente la mitad de los problemas 
resueltos y 60 por ciento de los problemas de tarea est&n planteados 
en este sistema de unidades, mientras que el resto se proporciona en 
las unidades de uso comun en Estados Unidos. Los autores creen que 
este enfoque es el que se adecuard mejor a las necesidades de los es- 
tudiantes, quienes, como ingenieros, tendr£n que dominar los dos sis- 
temas de unidades. 

Tambien se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni- 
dades significa m&s que aplicar factores de conversi6n. Como el sis- 
tema de unidades SI es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la 
masa, mientras que el sistema ingles es un sistema gravitacional ba- 
sado en el tiempo, la longitud y la fuerza, se requieren diferentes en- 
foques para la soluci6n de muchos problemas. Por ejemplo, cuando 
se usan las unidades SI, por lo general, un cuerpo se especifica me- 
diante su masa expresada en kilogramos; en la mayor parte de los pro- 
blemas de estdtica sera necesario determinar el peso del cuerpo en 
newtons, para lo cual se requiere un cllculo adicional Por otro lado, 
cuando se aplican las unidades de uso comun en Estados Unidos, un 
cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de 
dinamica, se requerirl un c&lculo adicional para determinar su masa 
en slugs (o lb ■ s 2 /ft). Por tanto, los autores creen que los problemas 
que se les asignen a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de 
unidades. 
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En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o 
especializatfos., En el libro se incluye un gran numero de secciones 
opcionales identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen 
fdcilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de nn 
curso bdsico de cstdtica. Estas secciones pueden omitirse sin peiju- 
dicar la comprensi6n del resto del texto. 

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuen- 
tran la reduccion de un sistema de fuerzas a una llave de torsidn, apli- 
caciones a hidrostatica, diagramas de fuerza cortante y momento flec- 
tor, equilibrio de cables, productos de inercia y circulo de Mohr, la 
determinacidn de los ejes principals y momentos de inercia de un 
cuerpo en forma arbitraria, y el m6todo del trabajo virtual. Las sec- 
ciones sobre vigas son espedalmente utiles cuando el curso de estd- 
tica es seguido inmediatamente por un curso de mecdnica de mate- 
riales, mientras que las partes que tratan acerca de las propiedades 
de inercia de cuerpos tridimensionales fueron pensadas primordial- 
mente para los estudiantes que despues estudiaran, en dinamica, el 
movimiento tridimensional de cuerpos rigidos. 

El material presentado en el libro y la mayor parte de los pro- 
blemas no requieren conocimiento matemdtico previo superior al al- 
gebra, la trigonometric y el calculo elemental; todos los conocimien- 
tos de algebra elemental necesarios para comprender el texto se 
presentan con detalle en los capitulos 2 y 3. En general, se pone mayor 
difasis en la comprension adecuada de los conceptos matematicos 
bdsicos inclnidos que en la manipulation de f6rmulas matematicas. Al 
respecto, se debe mencionar que la determinacidn de los centroides 
de dre as compuestas precede al calculo de centroides por integration, 
lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de 
un drea antes de introducir el uso de integrates. 


ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS 
Y CAR ACTE FUSTIC AS PEDAGOGICAS 

Introduce ion del capiiulo. Cada capitulo comienza con una 
introduction que establece el propdsito y los objetivos del mismo, y 
en donde se describe en t^rminos senciUos el material que serd cu- 
bierto y sus aplicaciones en la resoluci6n de problemas de ingenierfa. 
Los lineamientos del capitulo proporcionan a los estudiantes una vi- 
si6n previa de los topicos que dste incluye. 

Lecciones en el capitulo. El cuerpo del texto estd dividido en 
unidades, cada una de las cuales consiste en una o mas secciones de 
teoria, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro- 
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido 
que, por lo general, puede ser cubierto en una lection. Sin embargo, 
en ciertos casos el profesor encontrard que es deseable dedicar mas 
de una leccion a un topico en particular. 

Problemas resueltos. Los problemas resue] tos se plantean de 
manera muy similar a la que usaran los estudiantes cuando resuelvan 
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen 
el doble proposito de ampliar el texto y demostrar la forma de traba- 
jo clara y ordenada que los estudiantes deben cultivar en sus propias 
soluciones. 
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Resoiucion de problemas en forma independiente. Entrelos 
problemas resueltos y los de tarea, para cada leccion se incluye una sec- 
ci6n titulada Resoiucion de problemas en forma independiente. El pro- 
posito de estas secciones es ayudar a los estudiantes a organizar mental- 
mente 1a teona ya cubierta en el texto y los m^todos de resoluci6n de los 
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor &rito 
los problemas de tarea. Ademas, en estas secciones tambien se incluyen 
sugerencias y estrategias especificas que les permitiran enfrentar de ma- 
nera mas eficiente cualquier problem a que se les asigne. 

Series de problemas de tarea. La mayona de los problemas 
son de naturaleza practica y deben llamar la atencion del estudiante 
de ingenie rfa. Sin embargo, estan disefiados para ilustrar el material 
presentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender 
los principles de la mecanica. Los problemas se han agrupado de 
acuerdo con las partes del material que ilustran y se presentan en or- 
den de dificultad creciente* Los problemas que requieren atencion 
especial estan senalados con asteriscos. Al final del texto se proporcio- 
nan las respuestas correspondientes a un 70 por ciento de los proble- 
mas propuestos- y aquellos para los cuales no se da respuesta se indi- 
can en el libro escribiendo su numero en cursivas. 

Repaso y resumen del capitulo. Cada capitulo finaliza con 
un repaso y un resumen del material cubierto en el mismo* Las notas 
al margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo 
de revision, ademas se han incluido refcrencias cruzadas para ayudar- 
los a encontrar las partes de material que requieren atencion especial* 

Problemas de repaso, Al final de cada capftulo se incluye un 
grupo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los 
estudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos m4s 
importantes presentados en el capitulo. 

Problemas de computadora, Cada capitulo incluye un grupo 
de problemas disefiados para ser resueltos mediante programas de 
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el 
proceso de disefio. En est&tica, por ejemplo, pueden implicar el an£- 
lisis de una estructura para diferentes configuradones y cargas o la de- 
terminacifin de las posiciones de equilibrio de un mecanismo que 
puede requerir un m^todo iterativo de solucifin* El desarrollo del al- 
goritmo necesario para resolver un problema de mecanica dado bene- 
ficiara a los estudiantes en dos formas diferentes: 1) les ayudard a lo- 
grar una mejor comprension de los principios de la mecanica involu- 
crados: 2) les proporcionara la oportunidad de aplicar sus habllidades 
con la computadora para encontrar la soluci6n de un problema rele- 
vante de ingenieria* 

MATERIALES DE APOYO 

Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los 
procesos de ensefianza-aprendizaje, asi como la evaluation de estos, 
mismos que se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus 
cursos. Para obtener mas informacidn y conocer la politica de entrega 
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill. 
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CAPITULO 


A finales del siglo xvn, Sir Isaac Newton esfablecio los principios fundamentales de la mec£nica, los cuales 
cortstituyen fa base de gran parte de Fa ingenieria moderns. El diseno y analisis de casi todos los instrumentos 
y sistemas requieren del conocimiento de estos principios. 




iA/lQUE ES LA MECANICA? 

La mecanica se puede deBnir como la ciencia que describe y predice 
las condiciones de reposo o movinijento de los cueqpos bajo la aceidn 
de fuerzas. Se divide en tres partes: la mecanica de cuerpos rigidos , la 
mecanica de cuerpos deformables y la mecanica de fluidos. 

La mecanica de cuerpos rigidos sc subdivide en est.dtica y dindmi- 
ca ; la primera estudia los cuerpos en reposo y la segunda Los cuerpos en 
movimiento. En esta parte del e studio de la mecanica se supone que los 
cuerpos son perfectamente rigidos. Sin embargo, las estnicturas y las 
maquinas reales minca lo son y se deforman bajo las cargas a las que 
est&n sometidas. Estas deformaciones casi siempre son pequenas y no 
afectan de manera apreciable las condiciones de equilibrio o de movi- 
miento de la estmetura en consideraci6n. Pero son important os cuando 
se tiene en cuenta la resistencia de la estructura a las fallas y se estudian 
en la mecanica de materiales, que es una parte de la mecanica de cuer- 
pos deformables. Latercera parte de la mecdnica, la de fluidos, se sub- 
divide en el e studio de los fluidos incompresihles y el de los fluidos com- 
presibles. La hidrdulica es una subdivisidn importance en el estudio de 
los fluidos in com pres Lb Ics y trata problemas relatives a los liquidos. 

La mecanica es una ciencia fisica pucsto que estudia fenomenos fif- 
sicos. Sin embargo, algunos la asocian con las matematicas, mientras que 
otros la consideran un tema de ingenieria. Ambos puntos de vista se jus- 
tifican parcialmente. La mecanica es la base de la mavoria de las cien- 
cias de la ingenieria y es un requisito indispensable para estudi arias. Sin 
embargo, no tiene el caracter empirico propio de algunas ciencias de la 
ingenieria, es decir, no se basa s6lo en la experiencia u observation; por 
su rigor y la importancia que da al razonamiento dcductivo se parece a 
las matematicas. Pero tampoco es una ciencia abstract a, ni siquiera una 
ciencia pura; es una ciencia aplicada. Su propdsito es explicar y prede- 
cir los fendmenos ftsicos y poner las bases para aplicarlas en ingenieria. 



Fotografia 1.1 Sir Isaac Newton 


1.2. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

Aunque el estudio de la mecanica se remonta a los tiempos de Arista- 
teles (384-322 a,C.) y de Arquimedes (287-212 a.C.), se tuvo que es- 
perar hasta Newton (1642-1727) para encontrar una formulaci6n satis- 
factory de sus principios fundamcntales, los cuales fueron expresados 
despues en forma modificada por d'Alembert, Lagrange y Hamilton. 
Su vafidez per mane cio incolume hasta que Einstein formulo su teoria 
de la relatwidad (1905), Si bien ah ora se han recon oci do las limitacio- 
nes de la mecanica newtoniana s £sta aun es la base de las actuales cien- 
cias de la ingenieria. 

Los conceptos bdsicos que se emplean en la mecinia son espacio, 
tiempo , masa yfuerza . Estos conceptos nopueden ser definidos en for- 
ma exaeta; deben aceptarse sob re las bases de nuestra intuition y ex- 
periencia y emplearse como un marco de referenda mental en el es- 
tudio de la mecanica. 

El concepto de espacio se asocia con la notion de position de un 
punto P. La posicion de este puede definirse por tres longitudes me- 
didas desde cierto punto de referencia u origen , en tres direcciones da- 
das. Estas longitudes se reconocen como coordenadas de P. 

Para definir un evento, no es sufidente con indicar su posicion en 
el espacio si no que debe darse tambi^n el tiefnpo del even to. 

El concepto de masa tiene la funcion de caracterizar y comparar 
los cuerpos con base en ciertos experimentos mecanicos fundamenta- 
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les. For cjcmplo, dos cuerpos que tengan la misma masa sc nan atraf- 
dos por la Tierra de ignal forma- tambien presentar£n la misma resis- 
tencia a un cambio en su movimiento traslacional. 

Una fuerza representa la accion dc un cuerpo sobre otro y puede 
ejercerse por contacto real o a distancia, como en el caso dc las fuer- 
zas gravitaeionales y magn&icas* Una fuerza se caracteriza por su pun - 
to de aplicacion , magnitud y direccion y se representa con un vector 
(seccicSn 2.3). 

En la mec&nica newtoniana, espacio, tiempo y masa son concep- 
tos absolutos e independientes entre si (esto no es asi en la mecdnica 
relativista , donde cl tiempo de un evento depende de su posicion v la 
masa de un cuerpo varia con su velocidad). Por otra parte, el concep- 
to de fnerza no es independiente de los otros tres. En realidad, uno de 
I os principios fundamen tales de )a mecdnica newtoniana, que se enun- 
cian mas adclantc, indica que la fuerza resultante que actua sobre un 
cuerpo se relaciona con la masa de £ste y con la forma cn que varia su 
velocidad en el tiempo. 

Se estudiaran las condiciones de repos o o movimiento de partf al- 
ias y cuerpos rigidos a partir de los cuatro principios basicos que se han 
expuesto. Por particula se entiende una pequemsima cantidad de ma- 
teria que ocupa un pun to en el espacio. Un cuerpo rigido es la combi- 
nation de un gran numero de partfculas que ocupan posiciones fijas 
entre si. El estudio de la mecdnica de las partfculas es un requisite pre- 
vio al de los cuerpos rigidos* Adcmas. los resultados obtenidos para una 
particula pueden usarse directamente en muchos problemas que tra- 
tan de las condiciones de reposo o movimiento de cuerpos reales. 

El estudio de la mecdnica elemental descansa sobre seis principios 
fundamentales basados en la evidencia experimental. 

La ley del paralelogramo para la adicidn de fuerzas. Esta- 
blece que dos fuerzas que aettian sobre una particula pueden ser susti- 
tuidas por una sola fuerza llamada resultante , que se obtiene al (razor 
la diagonal del paralelogramo que tiene los lados iguales a las fuerzas 
dadas (seccion 2.2). 

Ef principle de transmisibilidad. Establece que las condicio- 
nes de equilibrio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceran 
inalteradas si una fuerza que actiia en un punto del cuerpo rigido se 
sustituye por una fuerza de la misma magnitud y la misma direccion, 
pero que act ue en un punto dife rente, siempre que las dos fuerzas ten- 
gan la misma Imca dc acci6n (seccidn 3.3). 

Las tres leyes fundamentales de Newton- Fueron formula- 
das por Sir Isaac Newton a finales del siglo XVU y pueden enunciarse 
como sigue: 

PRIM ERA LEY. Sj la fuerza resultante que actua sobre una par- 
tfcula es cero, la particula permanecera en reposo (si origin almente es- 
taba en reposo) o se movera con velocidad cons tan te en linea recta (si 
originalmente estaba en movimiento) (seccion 2.10). 

S EG U N D A LEY. Si la fuerza res ultante que actua sobre una par- 
tic ula no es cero, la particula tendr4 una aceleracion proper cional a la 
magnitud de la resultante y en la direcci6n de 6sta* 

Como se verA en la seccidn 12.2 esta ley puede expresarse asf 

( 1 - 1 ) 


F = ma 
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Fotografia 1.2 Cuando estan en la orbita 
terrestre, se dice que las personas y los objetos 
no tienen peso, aun cuando la fuerza 
gravitacional qua actua sobra ellos es 
aproxi madam ante 90% de la que se experimenta 
en la superficie de la Tierra. Esta aparente 
contradiccion se resolverA en el capitulo 1 2, 
cuando se aplica la segunda ley de Newton al 
movimiento de particulas. 


dontle F, m v a representan, respectivamente, la fuerza resultan te que 
actiia sobre la particula, la masa de esta y la aceleracion de la misma, 
expresadas en un si sterna congmente de unidades. 

s ERCERA LEY. Las fuerzas de accion y reaccion do cuerpox en 
contacto tienen la misma magnitude la misma linea de accion y senti- 
dos opuestos (seccion 6.1). 

La ley da gravitacion de Newton. Establecc que dos partfeu- 
las de masa M y m se atraen ruutuamente con fuerzas iguaJes y opues- 
tas F y — F (figura LI), de magnitud F dada por la f6rmula 




( 1 . 2 ) 


donde r = la distancia entre las dos particulas 

G = la con stan te universal 11am ada const ante de gravitation 

La ley de gravitacion de Newton introduce la idea de una accion ejer- 
cida a distancia v extiende el alcance de aplicacidn de la tercera ley: la 
accion F y la reacci 6n ~ F en la figura 1.1 son iguales y opuestas y tie- 
nen la misma linea de accion. 

Un caso de gran importancia es el de la atraccion que la Tierra ejer- 
ce sobre una parti cu la situada en su superficie. La fuerza F ejercida por 
la Tierra sobre la partial la se define como el peso W de la particula. To- 
mando M igual a la masa de la Tierra, rn ignal a la masa de la partfcula, 
y r igual al radio R de la Tierra e introduciendo la con stan te 


GM 

g = lF 


(1.3) 


la magnitud W del peso de una particula de masa m puede expresar- 
se como f 


W ~ nig (1.4) 

El valor de R en la formula (1.3) depende de la elevation del pun to 
considerado; tambien depende de su latitud, puesto que la Tierra no 
es realmente esfdrica. Asf que el valor de g varia con la posicion del 
pun to en cuestion. Mientras el punto permanezea sobre la superficie 
de la Tierra, en la mayona de los cAleulos de ingenicna cs suficiente- 
mentc preciso suponer que g es igual a 9.81 m/s 2 o 32.2 ft/s 2 . 

Los principios que se acaban de enunciar sc trail explicando en el 
curso del estudio de la mecAnica conforrne sea necesario, El estudio 
de la cstatica de particulas se realiza en el capitulo 2 y se basa solo en 
la ley del paralelogramo para la adicion y en la primera ley de New- 
ton. El principio de transmisibi.lidad se expond rA en el capitulo 3, al 
comenzar el estudio de la estatica dc cuerpos rigidos, y la tercera ley 
de Newton se expone en el capitulo 6, cuando se analicen las fuerzas 
ejercidas entre los dife rentes elementos que for man una estmetura. En 
el estudio de la dinamica se jntroduciran la segunda ley de Newton v 
la ley de gravitacion. Alii se most rant que la primera ley de Newton cs 
un caso particular de la segunda Icy (seccion 12.2), y que el principio 
de transmi sibil idad podria derivarse de los otros principios y por lo mis- 


Una defimci6n m&s precise del peso W debe tomar en eueritu la rotation de h Tierra. 
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mo quedar eliminado (seccion 16.5). Por ahora, las primera y tercera 
I eyes de Newton, la Icy del paralclogranio para la adicion y el princi- 
pio de trans misibilidad proporcionaran las bases necesarias y suficien- 
tes para el estudio comp I e to de la estatica de partfculas. de cue epos n- 
gidos y dc sistemas de cueqxis rigidos. 

Como se dijo antes, los seis principios fundamentales cnunciados 
antes se basan en la evidencia experimental. A excepcion de la primera 
ley de Newton y el prlncipio de trans misibilidad, todos son principios in- 
dependientes y no se pueden obtener matemaricainente de los demas ni 
de cualquier otro principio fisieo elemental. En ellos descansa la mayor 
parte de la intrincada estructura de la mecanica newtoniana. Isa aplica- 
cion de estos principios fundamentales ba permitido resolver, por mas 
de dos siglos, un gran numero de problemas rclacionados con las condi- 
ciories de reposo y mo vim Lento de cueqios rigidos, cuerpos deformables 
y (luidos. Muchas de las soluciones obtenidas pueden comprobarsc me- 
dian te experimentos quo proporeionan una verificacibn ulterior de los 
principios en que se basaxon. Fuc s6lo hasta cl siglo pasado que se en- 
contro que la mecanica de. Newton tiene deficiencias en el estudio del 
movimiento de los dtomos y en el de ciertos plan etas, v que debe com- 
piemen tarse con la teoria de la relatividad, Fcro en la escala humana o 
cn la escala de la ingenieria, donde las velocidadcs son mucho mas pe- 
quenas que la veJoeidad dc la luz, la mecanica de Newton aun no ba si- 
do reiutada. 


1.3. SISTEMAS DE UNIDADES 

Con los euatro conceptos fundamentales introducidos en la seccion an- 
terior se asocian las Uamadas unidades cineticas > es dear, las unidades 
dc longitude t tempo , mas a y fuerza. Estas unidades no pueden escoger- 
se de mancra indepen diente si la ecuaci6n (1.1) hade satisfacerse. Trcs 
de eUas pueden defmirse en forma arbitraria; se les llama unidades bd - 
sicas > La cuarta uniclad, en cambio, debe escogerse de acuerdo con la 
ecuaeion (LI) y se le identifica como unidad derivada . Se dice que las 
unidades cinbticas asf scleccionadas forman un sistema congruente de 
unidades. 

Sistema Internacional de Unidades (Unidades del SI). f En 
este sistema, que sera de uso universal cuando Estados Unidos com' 
plete su conversion, las unidades basicas son las de longitud, masa y 
tiempo, y se Hainan, respectivamente, metro (m), kilogramo (kg) y se- 
g undo (s). Las tres estbn definidas dc manera arbitraria. El segundo, 
que de manera original sc eligio para representar 1/86 400 del dia so- 
lar medio, se define ahora como la duration de 9 192 631 770 ciclos 
de la radiacion emitida en la transicion entre dos niveles del estado 
fundamental del 4tomo de cesio-133. El metro, definido en forma ori- 
ginal como la diezmillonbsima parte dc la distancia del ecuador a un 
polo, se define ahora como 1 650 763.73 longitudes de onda de La luz 
naranja-roja correspondiente a cierta transicibn en un atomo de crip- 
tbn-S6. El kilogramo, que es aproximadamente igual a la masa de 0.001 
m 3 de agua, se define como la masa de un patron dc platino-iridio que 
se conserva en la Oficina Internacional de Pesos y Medidas en Sevres, 
cerca de Paris, Fran da. La unidad de fuerza es una unidad derivada y 
se llama newton (N). Se le define como la fuerza que proporciona una 


f SI signified Systeine International d’ Unites (francos). 
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a . - 1 m/s 2 



Figura 1.2 


aceleraciriri de 1 m/s 2 a una masa de un kilogram o (figura 1.2). A par- 
tir de la ecuacirin (LI) se escribe 

1 N = (1 kg)(I m/s 2 ) = l kg * m/s 2 (1.5) 

Se dice que las unidades del SI forman un sistema absoluto de unida- 
des; esto significa que Las tres unidades basicas seleccionadas son in- 
dependences del lugar en donde se utilieen las medidas. El metro, el 
kilogramo y el segundo se pueden usar en cualquier lugar de la Tierra; 
incluso pueden usarse en otro planeta y siempre tendr£n el mismo sig- 
nificado. 

El peso de un cuerpo, o la fuerza de graredad ejercida sob re el, 
debe expresa rse en newtons, como cualquier otra fuerza. De la ecua- 
cirin (1.4) se obtiene que el peso de un cuerpo de masa 1 kg (figura 
1.3) es 



n = 9 .81 in /;* 2 


W = 9.81 N 


V 


W = mg 

= (1 kg) (9. 81 rri/s 2 ) 

= 9.81 N 

Los multiplos y submultiplos de las unidades fundamentals del SI 
se pueden obtenor con el uso de I os prefijos que se defincn en la ta- 
bla 1.1. Los multiplos y submultiplos de las unidades de longitude ma- 
sa y fuerza de mayor uso en ingenieria son, respectivamente, el kilo- 
metre (km) y el milimetro (mm); el megagramo' (Mg) y el g rarno (g); 
y el kilonewton (kN). De acuerdo con la tabla LI, se tiene 


Figura 1.3 


1 km = 1 000 m 1 mm = 0.001 m 

1 Mg = 1 000 kg 1 g = 0.001 kg 
1 kN = 1 000 N 


La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res- 
pectivamente, puede realizarse con solo recorrer el punto decimal 
tres lugares a la derecha o a la izquierda. Por ejemplo, para convertir 
3.82 km en metros, se recorre el punto decimal tres lugares a la dere- 
eba; 


3.82 km — 3 820 m 

En forma semejante, 47.2 mm se convierten en metros recomendo el 
punto decimal tres lugares a la izquierda: 

47.2 mm — 0.0472 m 

Con el uso de la notacion cientifica, se puede escribir 

3.82 km = 3.82 X 10 3 m 
47.2 mm — 47.2 X 10“ 3 m 

Los multiplos do la unidad de tiempo son el mtnuto (min) y la horn 
(h). Puesto que 1 min — 60 s y 1 h = 60 min = 3 600 s, estos multi- 
plos no pueden convertirse tan facilmente como los otros. 


Tambi£n conocida como tondada mMrica. 
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Tabla 1.1. Prefljos del SI 


Factor multiplicative 



Prefrjo 

Slmbolo 

1 000 000 000 000 

= 

10 12 

tcra 

T 

J 000 000 000 


10 a 

g [ ga 

G 

1 000 000 

= 

10 fl 

mega 

M 

1 000 

= 

10 3 

kilo 

k 

100 


10 2 

hecto' 

h 

10 

— 

10' 

deca * 1 

da 

04 

= 

10“' 

deci' 

d 

0.01 

= 

J.0 -2 

cent!' 

c 

0.001 

= 

lO -3 

mill 

m 

0.000 001 

= 

l(T fi 

micro 

M 

0.000 000 001 

= 

lO -9 

nano 

n 

0.000 000 000 001 

= 

io -' 2 

pico 

P 

0.0(K) 000 000 000 001 

= 

10“ 15 

femto 

f 

0.000 000 000 000 000 001 

= 

1.0" JS 

ato 

a 


f Dehe eviturse cl uso de estos pre/ijos. excepto en las medidas de Areas v voltimenes y para 
el uso no teen ion del centimetre, como en las medidas referentes a la ropa y al eiierpo. 


Con el uso del multiplo o submultiplo adecuado de cierta unidad, 
se puede evitar la escritura de numeros muy grandes o muy pequenos. 
Por ejempkh por lo general se escribe 427.2 km en lugar de 427 200 
m, y 2. 16 imn en lugar de 0.002 16 m/ 

Unidades de area y volumen. La uni dad de drea es el metro 
cuadradn (rrri), que represen ta el area de un euadrado de L in de la- 
do; la unidad de volumen es el metro axbico (m 3 ), que es igual al vo- 
lumen de un cubo de 1 m de I ado. Para evitar valores numericos ex- 
cesivamente pequenos o demasiado grandes en el c^lculo dc areas y 
volumenes, se usan sistemas de subunidades que se obtienen elevan- 
do, respectivam ente, a] euadrado y a] cubo no solo el milfmetro sino 
tambien dos submultiplos intermedios del metro, llamados decimelro 
(dm) y cent i metro (cm). Entonces, por definicion, 

1 dm = 0.1 m = 10 _1 m 
1 cm = 0.01 m = 10 -2 m 
1 mm = 0.001 m = 10 -3 m 

los submultiplos de la unidad de area son 

1 dm 2 - (1 dm) 2 = (10“ J m) 2 = 10“ 2 m 2 
i cm 2 - (1 cm) 2 = (10“ 2 m) 2 = 10“ 4 m 2 
1 mm 2 = (1 mm) 2 = (10 -3 m) 2 = 10'~ 6 m 2 

y Jos submultiplos de la unidad de volnmen son 

1 dm 3 = (1 dm) 3 = (30 _1 m) 3 = 10~' 3 m 3 
1 cm 3 - (1 cm) 3 = (10“ 2 m) 3 = 10“ 6 m 3 
1 mm 3 = (1 mm) 3 = (10‘ 3 rn) 3 = 10 -9 m 3 


J Debe observarse que cuando se usan mAs de euatro dfgitos a ambos lados del pi into de- 
cimal para expresav una cantidad en unidades del SJ (enmo en 42 7 200 m o en 0.002 16 m) 
deben usarse espaeios. nn comas, para separar los digito.s en grupos de tres. Eslo es con 
el On de evitar cnnfiniones eon la coma, que se usa en muchos pauses en lugar del punto de- 
ci mal.' 
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Dcbe notarse que cuando se mi<le el volumen de un liquklo, el deci- 
metro ciibieo (dm 3 ) se conoce en Conna usual como un litre (L). 

En la tabla L2 se muestran otras unidades dcrivadas del SI, que 
se usan para medir ei momento de una fuerza, el trabajo de una fuer- 
za, etc. Ann quo cstas unidades se introdueiran en capftulos posterio- 
res conforme se vayan necesitando, es necesario deseribir una regia irn- 
portantc en csta fase: cuando se obtiene una unidad derivada con la 
division de una unidad basica entre otra unidad basica, debe usarse un 
prefijo en el numerador de la unidad derivada pero no on su denorni- 
nador. For ejemplo, la constante k de un rcsorte que sc clonga 
20 mm bajo una earga de 100 N se expresara corno 


100 N 
20 mm 


100 N 
0.020 m 


= 5 000 N/m 


o k = 5 k\7m 


pero nunca como k = 5 N’/nim. 

Unidades de usd comun en Estados Unidos. La mayoria de 
los ingenieros practicantes estadonnidenscs todavfa utiliza un sistema cn 
el que las unidades b£$icas son Jas unidades do longitud, fuerza y tiempo. 
Estas unidades son, respectivamente, cl pie (ft), la libra (lb) v el segundo 
(s). El segundo es identico a la correspond iente unidad del SI. El pie sc 
define como 0.3048 m. La libra sc define como el peso de un patron 
de platino, Uarnado libra estdndar , que csta en el National Institute 


Tabla 1.2. Principales unidades del SI usadas en mecanica 


Cantidad 

Unidad 

Sfmbolo 

Formula 

Aeeleracidn 

Metro por segundo 
al euadrado 


m/s 2 

Angulo 

Radian 

rad 

i 

rad/s 2 

Aceleracion angular 

Racluin por segundo 
al euadrado 


Velocidad angular 

Radian por segundo 


racPs 

Area 

Metro euadrado 


m 2 

Deusidad 

Kilogramo por 
metro cubieo 


kg/m 3 

Energia 

Joule 

J 

N ■ m 

Fuerza 

Newton 

N 

kg - rn/s 2 

Frecucncia 

Hertz 

Hz 

s" 1 

Impulse 

N e wton -s egu n d o 


kg - rn/s 

Lon git nd 

Metro 

m 

i 

Masa 

Kilograrno 

k g 

i 

Momento de una fucr/a Newton-Tnet.ro 


N ■ m 

Potencia 

Watt 

W 

j* „ 

Presion 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Esfuerzo 

Pascal 

Pa 

N/'m 2 

Tiempo 

Segundo 

s 

i 

Velocidad 

Volumen 

Metro por segundo 


m/s 

Sdlidos 

Metro cubieo 


m 3 

Liquid os 

Litro 

L 

L0 3 m 3 

Trabajo 

Joule 

J 

N • in 


f Unidad suptemeniaria (l revolution = rad = 360°). 

f L r nidad basica. 


of Standards and Technology' en las ufueras de Washington, su masa es 
de 0.453 592 43 kg. Como el peso de un cuerpo depende de la a traction 
gravitacional de la Tierra, la dial varia con la ubicacioru se especifica 
que la libra cstandar debe cstar localizada al nivel del mar y a una la- 
titud dc 45° para deOnir en forma apropiada una fuerza de una libra. 
Es clam quo las unidades de uso comdn en Estados Uirklos no fori nan 
un sistema de unidades absoluto. Tor su depenclencia de la atraccibn 
gravitacional de La Tierra constituyen un sistema de unidades gruvita- 
cion/iL 

Ann cuando la libra estandar se emplea tam hie n como unidad de 
masa en transacciones comercrales en Estados Unjdos, no puede nsar- 
se asi en calculos de ingeniena, debido a que no seria consistente con 
las nnidad es bAsicas definidas en el apartado anterior. De hecho, cuan- 
do una fuerza de 1 lb act ua sobre la libra estandar, es decir, cuando cs- 
tn sujeta a la gravedad, red bo la aceleracion de la gravedad, g = 32.2 
ft/s 2 (figura 1.4), e.sta no es la unidad de aceleracion que se requiere 
segiin la ecuacion (IT). La unidad de masa consistente con el pie. la 
libra y el segundo es la masa que reci.be una aceleracion de I ft/s 2 al 
aplicarsele una fuerza de 1 lb (iigura 1.5). Esta unidad, atgunas veces 
Uamada slug, puede derivarse de la ecuacion F = mo despues de su s- 
tituir 1 lb y 1 ft/s' para F v a, respeclivamerite. Se escribe 

F = ma 1 lb = (I slug)(l ft/s 2 ) 

v sc obtiene 

1 slug = ^ = I lb * s 2 /ft (1.6) 
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Figure 1.5 


Cornparando las hguras 1 .4 y L5 se concluye que el slug es una masa 
32.2 veces mayor que la masa de la libra estandar. 

El hecho de que en el sis tern a de uso comiin en Estados Unidos, 
los enerpos sc caractericen por su peso en libras en lugar de por su ma- 
sa en slugs, sera ventajoso en el estudio de la estatica, en donde se tra- 
tara cn forma continua con pesos u otras fuerzas, y solo en ocasioncs 
con masas. Sin embargo, en el estudio dc la dinamica, donde intervie- 
nen fuerzas, masas y acelcraciones, la masa m de un cuerpo se exp re- 
sara en slugs cuando su peso W estc dado en libras. Recordando la 
ecuacion (1.4) se escribe 

VV 

m = — (1.7) 

£ 

donde g es la aceleracion de la gravedad (g = 32.2 ft/s 2 ). 

Otras inidades de nso comiin en Estados Unidos que se presentan 
en forma frecucnte en probleinas de ingeniena son la mil la (mi), igual 
a 5 2S0 ft; la pul-gad a (in.), igual a ^ ft; y la kilolibra (kip), igual a una 
fuerza dc 1 000. lb. La tonal-ado se usa con frecuencia para represen- 
tar una masa de 2 000 lb pern, al igual que la libra, debe convertirse a 
slugs en los caleulos de ingeniena. 

La conversion en pies, libras y segundos de cantidades expresadas 
en otras unidades de uso comun en Estados Unidos, en forma general 
cs mas complicada y requiere mayor atencibn que la operacibu corres- 
poudiente en las unidades del SI. Por cjemplo. si se da la magnitud de 



Fotograffa 1.3 La unidad de masa es la unica 
unidad bAsica que aun se define con un patron 
ffsico. En la actualidad se trabaja para 
reemplazar este palrAn por uno basado en un 
FenAmeno natural inalterable. 
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una velocidad como v = 30 mi/h, so eonvierte cn ft/s do la siguiente 
i nanera. Prirnero so escribe 


o = 30' 


iru 


Puesto quo se quieren convertor millas en pies, se debe rnnltophear ol 
rniemhro dereel io do la ecuacion por una expresiou quo contenga mi- 
llas en el denominador y pies en el mime radon Pero, como no se qnie- 
re cambiar el valor del miembro derecho, la expresiou impHcada debe 
tener nn valor ignal a nno; cl cocicnte (5 280 ft )/( 1 mi) es una exp re- 
si on de este tipo. Hacienda nna operation seme] ante para trails for mar 
la unidad bora en segundos, se escribe 





5 280 ft 

1 ini 


— — — 'i 

3 000 s J 



Fotografia 1.4 No se puede exagerar la impoe 
tanoia de incluir unidades en todos los c&lculos. 
Se encontro que ©I satellite climatologico para 
Made, con un coslo de 125 miliones de dolares, 
fallo al ingresar a la orbita alrededor de Made 
porque el principal contratista habfa proporciona- 
do el equipo de navegacion con dates operatives 
basados en unidades de uso comun en Estados 
Unidos, en lugar de las ©specif icaciones del SI 


Realizando los cal eu los mi men cos y cancel an do las unidades quo apa- 
recen tan to en el numerador como en el denomination se ohtiene 

V = 44 — = 44 ft/s 


1.4. CONVERSION DE UN SISTEMA DE UNIDADES A OTRO 

Existen much as situadones en las que un ingeniero uee( i sita convertor 
en unidades del SI im resiiltado numerico obtemdo en unidades de uso 
comun en Estados Unidos o viceversa. (Jo mo la unidad de tienvpo es 
la misma en am bos sistemas, solo se necesita convcrtir dos unidades 
cineticas has leas v, puesto que todas las otras unidades cin^ticas pur- 
den derivarse dc estas unidades basieas, solo se requiere recordar dos 
facto res de conversion. 

For deOniciori, la unidad de longitud de 
uso comun en Estados Uniclos cs 

1 ft = 0.3048 m (1.8) 


De aquf se tienc que 

1 mi = 5 280 ft = 5 280(0.3048 in) 1 609 m 


o bien 


1 mi “ 1.609 l< m 


(1-9) 


Tumi lien 


1 in. = i ft = A (0,3048 m) - 0.0234 m 


o bien 


1 im = 25.4 mm (140) 

Unidades de fuerza. Recordando que la unidad de fuerza de 
uso comun en Estados Unidos (la libra) se define como el peso de una 
libra e stand a r (de mas a 0,4536 kg) al nivel del mar y a una latitud de 
45° (donde g = 9.. 807 m/s 2 ) y usando la ecuacion { 1 .4), sc escribe 



1 . 5 . Metodo para la solucion de pnobtemas -| -| 


W = m.a 

cr> 

1 lb = (0,4536 kg) (9. SO 7 m/s 2 ) = 4.448 kg ■ m/s 2 
o, recordando la ecuaciriri (1.5), 


1 lb = 4.448 X 


Uni . : - : : La imidad de masa de uso coniun on Es- 

tados Unidos (el slug) es una. imidad dcrivada. Asi, eon el uso de las 
ecu ad ones ( 1.6), { 1 .8) y (141), se puede eseiibir 


I slug = 1 lb • s 2 /ft = y^7T 


4. 448 N 
0.3048 m/s 2 


= 14.59 N ■ s 2 /m 


y por medio de la eeuacion ( 1 .5), 

1 slug — 1 lb ■ s 2 /lt = 14.59 kg (1.12) 


Aim que no puede us arse eorno imidad consistent 1 de umsa, recordan- 
do que la masa de la libra est&ndar es, por definidon, 

1 libra masa = 0,4536 kg (1.13) 

Esta eoostante se puede usar para determinar la masa em unidades del 
SJ (Idlograiuos) de un cuerpo que este caracteri/ado por s n peso en 
unidades do uso comun en Estados Unidos (libras). 

Para convert ir una uni dad darivada de uso comun en Estados Uni- 
dos eri unidades del SI. simplemente se multipliea o se divide por los 
facto res de conversion apropiados. Por ejemplo, para convert! v el mo- 
menta de una fuerza que ha sido encuntrada como M = 47 lb ■ in. en 
unidades del SI, se usan las formulas (140) y (1.11) y se escribe 

M = 47 lb * in. — 47(4.448 N)(25.4 mm) 

- 5 310 N - mm = 5.31 N ■ m 


Los factores de conversion dados en esta seccidn se pueden usar 
tambien para convertir mi resultado mimerieo obtenido en las unida- 
des del SI a unidades de uso comun en Estados Unidos. Por ejcmplo, 
si el memento de una fuerza se en centre come M = 40 N ■ nr con el 
procedimiento usado en el ultimo parrafo de la section 1 ,3, se escribe 


M = 40 N = (40 N ■ m) 


1 lb 

4.448 N 


— — — ^ 
0.3048 m j 


Al realizar los cal cn los numericos y cancelar las unidades que aparc- 
cen tan to en el nu me radar como en el denominador, se obtiene 


M - 29.5 lb ■ ft 


Las unidades de uso comun en Estados Unidos que se emplean 
con mayor h'ccucncia en la mecanica, y sus equivalentes en las uni da 
des del SI, se enlistan en la tabla 1.3. 


1.5. METODO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS 

Un problema en mecanica debe abordarse de la rnisina rnanera en que se 
plantearia un problema real de mgenieria. Si se toma como base la 
experienciay la intuicidn propias, sori mas facil entender y formular el 
problema. Sin embargo, unavezque el problema sc ha establecido en for- 
ma clara, no hay si Ho para suposiciones parti call arcs. La solucion se deha 
hmaren los sets p rincipios ju. ndarnen tales estahleoidm en la seccinn 1.2 a 
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Tabla 1.3. Unidades de uso.comun en Estados Unidos 
y sus equivalencies en unidades del SI 


Cantidad 

Umdad de uso comun en EU 

Equivalents del SI 

Acele radon 

ft/s 2 

0.3048 m/s 2 


in./s 2 

0.0254 m/s 2 

Area 

lr 

0.0929 nr 


in 2 

645,2 mm 2 

Energfa 

ft ■ lb 

1.356 J 

Fuena 

kip 

4.448 kN 


lb 

4.. 148 N 


oz 

0.2780 V 

Impulso 

lb ■ s 

4.448 N -s 

Longitud 

ft 

0.8048 m 


m 

25.40 mm 


mi 

1.609 km 

M as a 

oz masa 

28.35 g 


lb m as a 

0.4536 kg 


slu K 

14.59 kg 


ton 

907.2 kg 

Momento de una fuerza 

II) ■ ft 

1.356 N ■ m 

M omen to de inorcia 

lb ' in. 

0. 1 1 30 N • m 

de u n area 

in. 4 

0.4162 X 10 fi mm 4 

de una mas a 

lb ■ ft ■ s 2 

1 .356 kg ■ m 2 

( At n ti d ad de mod mien to 

lb ■ s 

4.448 kg ■ m/s 

Potencia 

ft ■ lb /$ 

1 .356 W 


!i p 

745.7 W 

Presion o esfuerzo 

ih/ft 

47.88 Pa 


Ib/in. ’ (psf) 

6.895 kPa 

Veloridad 

ft/.s 

0.3048 m/s 


in ./s 

0.0254 m/s 


mi/h (mph) 

0.4470 m/s 


mi/h (mph) 

n 3 

1.609 km/li 

Vuluvnen 

0.02832 m 3 


in,' 1 

16.39 cm 3 

I jquidos 

gal 

3.785 L 


qt 

0.9464 i, 

Trabajo 

ft lb 

1.356 | 


en los teoremas derwados de estos , Cada paso debe estar justificado con 
estas bases. Dehen seguirse reglas estrictas quo conduzcan a la soiucion 
de una man era casi automatica, sin dejar lugar para la intuidbn o senti- 
mientos” partieularcs. Despues de obtener una respuesta, esta debe veri- 
ficarsc* Aquc de nuevo, se puede utilizar el sentido eunnin y la experien- 
cia personal. Si el residtado obtenido no es cornpletamente satisfactory, 
debe verificarse en forma cuidadosa la formulae ion del problema, la vali- 
dez del rnetodo utdizado para su soiucion y la exactiiud de los calculus. 

El planteamiento de un problem a debe ser elaro y preci se y eon- 
toner los dates proporcionados, a s\ como indiear la informacion que se 
requiere. Debe incluirse un dibnjo elaro que muestre tod us las canti- 
dades involucradas, asi como un diagram a para cada uno de los euor- 
pos que participan, que indique en forma elara las fuerzas que act nan 
sobre ellos. A estos diagramas se les conoce como dmgramas de cuer- 
po lihre y se describjran en detalle en las secciones 2.1.1 v 4.2. 

Los principles fundamenlales de la mec&nit a que se enlist an en la 
seccion 1,2 se emplean para escribir ecuaciones que expresen las con- 
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did on as do reposo o movimiento do los cucrpos considerados. Cada 
ecuaeion debe estar relacionada on forma dara con uno de los diagra- 
mas de cuerpo Libre, Despues so procedera a resolver ol problema, ob- 
semmdo en forma estrieta las reglas usuales de algebra y con e! regis- 
tro minucioso de los diferentes pasos dados. 

Despues de Haber obtenido la respuesta, esta debe comprobanse 
con todo ciiidad o . Con freeuenciase pueden detect ar errores cm el ra- 
zonamiento median to la veriiicacidn de las unidudcs. For ejernplo, pa- 
ra deter minar el morn onto de una fuerza de SO N sobre nn pun to a 
0.60 m de su Imea de accidn, se escribiria (seceion 3,12) 

M - Fd = (50 N)(0.60 m) = 30 N ■ m 

La uni dad N • m quo se obtiene al nmltiplicar newtons por metros es 
la unidad com eta para el memento de una fu.erza; si se I m hi era obte- 
nido alguna otra unidad, se sabna que se cometid on error, 

Los errores de cdlculo por lo general se encontraran al sustituir los 
valores numericos en una ecuaeion que no haya side us ad a y verificar 
si la ecuaeion es correcta. No es posible exagerar la importancia de los 
calculos corrector en ingeniena. 

1.6. EXACTITUD NUMERICA 

La exactitud on la solueidn de un problema depende de dos fae tores: 
1) la exactitud de tos datos propo reion ados y 2) la do los calculos dc- 
sarrollados. 

La solucidn no puede ser mas exacta que el menus exacto de es- 
tos dos factores- por ejernplo, si se sabe que la carga de on puente 
es de 75 000 lb con un posible error de 100 lb, el error relative que 
mide el gmdo de precision del data es 

100 ]h ~ = 0.0013 = 0.13 iioi ciento 
75 000 lb 1 

Entonces, al calcular la reaccion en uno de los soportes del puente no 
tendna sen tide anotarla corno 14 322 lb. La exactitud de la solution 
no puede ser mayor de 0.13 por ciento, sin importer con que exacti- 
tud se real icon los calculos, y cl error posible en la respue sta puede ser 
tan grande corno (0. 13/ 100)( 14 322 lb) 20 lb. La respuesta debena 
esembirse como 14 320 ± 20 lb. 

En los problernas de ingeniena los datos ram vez se conocen con 
una exactitud mayor a 0.2 por ciento, por lo que cast nunca se justifi- 
ca escribir las respuestas a dichos problernas con una exactitud mayor 
a 0.2 por ciento. Un criterio practice cs utilizar 4 cifras para registrar 
numeros que inicien con un D y 3 cifras en todos los otros cases. 
A menos que se indique otra cosa, los datos propo rcionados en un 
problema deben asumirse corno eonoeidos con nn grade de exactitud 
comparable. Por cjemplo, una fuerza dc 40 lb se debena leer 40.0 lb, 
y una fuerza de 15 lb se debena leer 15.00 lb. 

Los ingenieros y estudiantes de ingeniena comunmente usan las 
caleuladoras electronicas de bolsillo. La exactitud y velocidad de estas 
facilitaJos calculos numericos en la solucidn de muchos problernas. Sin 
embargo, los cstudiantes no deben registrar mas cifras signifieativas de 
las que se pueden justificar, solo porque estas se pueden obterier facil- 
mente. Como se menciond con anterioridad, una exactitud mayor que 
0.2 por ciento ram vez es necesaiia o significativa en la solucidn de pro- 
hie mas practices de ingenierfa. 



Muchos problemas de ingeniena pueden resolverse toirrando en cuenta el equHibrio de una partfcufa , En este 
capftulo se aprendera que, si el bolardo se considera como una particula, sera posible determinar la relacion 
entre las tensiones de las cuerdas. 
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2.1. INTRODUCCION 

En este capftulo se estudiarii el efecto de las fiierzas que actuan s o- 
bre las partfculas. Primero se aprenderd a siistituir dos o mas fuerzas 
que actuan sobre una partfcula por una sola fuerza que tenga el mis- 
uio efecto que ellas, Esta fuerza equivalente sola es la resnltante de las 
fuerzas varias que actuan sobre la partfcula. Despuds se derivaran las 
relaciones que existen entre las distintas fuerzas que actuan sobre una 
partfcula en un cstado de equilibria y se usar&n para determinar algu- 
nas de las fuerzas que actuan sobre dicha partfcula. 

El uso de la palabra particula no significa que este capftulo se li- 
mite al estudio de pequenos corplisculos. Quiere decir que el tamano 
y la forma de los cuerpos en consideracion no afectar^ en la solucion 
dc los problemas tratados en este capftulo, y que todas las fuerzas 
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondran aplicadas en un mismo 
punto. Puesto que tal suposicidn se verifica en mucbas aplicacioues 
prActicas, se podran resolver un buen numero de problemas de inge- 
nieria. 

La primera parte de este capftulo esta dedicada al estudio de las 
fuerzas obtenidas en un mismo piano y la segunda al an£lisis de las fuer- 
zas en el espacio tridimensional. 


FUERZAS EN UN PLANO 

2.2. FUERZA SOBRE UNA PARTICULA. 

RESULTANTE DE DOS FUERZAS 

Una fuerza representa la accion de un cuerpo sobre otro y se caracte- 
riza por su punto de aplicacidn , magnitud o modulo y direction. Pero 
las fuerzas sobre una particula tienen el mismo punto 'de aplicacidn. 
Por tanto, cada fuerza considerada en este capitulo estard completa- 
mente definida por su magnitud o rnddulo y direction. 

La magnitud o mddulo de una fuerza se caracteriza por cierto nu- 
mero de unidades, Como se in dico en el capitulo 1, las unidades del 
SI usadas por los ingenieros para medir la magnitud de una fuerza son 
el newton (N) y su multiplo el kilonewton (lcN), igual a 1 000 N, mien- 
tras que las unidades del sistema de uso comfin. en Estados Unidos, 
empleadas con el mismo fin, son la libra (lb) y su multiplo la ldlolibra 
(kip), igual a 1 000 lb* La direccion de una fuerza se define por la lu 
nea de action y el sentido de la fuerza. La lfnea de accion cs la Ifnea 
recta infinita a lo largo de la cual actiia la fuerza; se caracteriza por el 
angulo que forma con aJgun eje fijo (figura 2.1). 


Figure 2.1 




16 


La fuerza en si se represents por un segmento de esa Imea; me- 
diante el uso de una escala apropiada, puede escogerse la longitud de 
este segmento para represen tar la magnitud de la fuerza. Final mente, 
el sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la 
definicidn de una fuerza es important© indicar su sentido. Dos fuerzas 
como las mostradas en las figuras 2.1a y b 7 que tienen la misma mag- 
nitud y la misma linea de acci6n pero diferente sentido, tendran efec- 
tos opuestos sobre una particula. 

La evidencia experimental muestra que dos fuerzas P y Q que 
actuan sobre una particula A (figura 2.2a) pueden sustituirse por 
una sola fuerza R que produce el mismo efecto sobre la particula 
(figura 2.2c). A esta fuerza se le llama resultante de las fuerzas P 
v Q y puede obtenersc, como se muestra en la figura 2.2 fc, constru- 
yendo un paralelogramo con P y Q como lados. Im diagonal que 
pasa por A representa la resultante. Esto se conoce como la ley del 
paralelogramo para la adition de dos fuerzas, y se basa en la eviden- 
cia experimental; no puede probarse ni derivarse de mancra matema- 
tica. 
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2.3. VECTOR ES 

En apariencia las fuerzas no obedecen las reglas de la adicidn defini- 
das en la aritmetica o en el algebra ordinaria. Por ejemplo, dos fuer- 
zas que actuan fonnando un angulo recto, una de 4 lb y otra de 3 lb, 
suman una fuerza de 5 lb y no una de 7 lb. La fuerzas no son las Ulri- 
cas cantidades que siguen la ley del paralelogramo para la adicidn. Co- Figura 2.2 
mo se vera mas adelante, los desplazamien tos , velocidades , aceler nota- 
ries y moment os son otros ejemplos de cantidades fisicas que poseen 
magnitud y direccion y que se suman siguiendo la ley del paralelogra- 
mo. Estas cantidades pueden rep resen tarse matematieamente por vec- 
tored, mientras que aquellas cantidades fisicas que no tienen direc- 
cion, como volumen , masa o energia se representan por numeros ordi- 
narios o escalares. 

Los vector es se dcfinen como expresiones materruiticas que po- 
seen magnitud , direccion y sentido , los aides se suman de acuerdo 
con la ley del paralelogramo , Los vectores se representan por fie- 
chas en las ilustraciones y se distinguen de las cantidades escalares 
en este texto mediante el uso de negritas (P). En la escritura a mano, 
un vector puede caracterizarse dibujando una pequena flee ha arriba 
de la letra usada para representarlo (?) o subrayando la Ictra (?). La 
magnitud de un vector determina la longitud de la flecha correspon- 
diente. En este libro se usaran letras cursivas para representar la 
magnitud de un vector. Asi, la magnitud del vector P se representa 
como ? 

Un vector con el que se representa una fuerza que actua sobre una 
partfeuk tiene un punto de aplicacion bien definido, a saber, la parti- 
cula misma. A tal vector se le llama vector fijo o ligado , y no puede 
cambiarse su position sin modificar las condicioncs del problema. Sin 
embargo, otras cantidades fisicas, como los pares (vdase capitulo 3), se 
pueden representar por vectores que pueden moverse libremente en 
el espacio; a estos vectores se les conoce como libres. Existen otras can- 
tidades fisicas, como las fuerzas sobre un cuerpo rigjdo (veasc capitu- 
lo 3), que estdn representadas por vectores que pueden moverse o res- 
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balar a lo largo de su lfnea de accidn; a 6$tos se les conoce como vec- 
tored deslizantes. * 

Dos vectores de la misma magnitud, direction y sentido se dice 
que son iguales , tengan o no cl mis mo punto de aplicaci6n (figura 2.4); 
los vectores iguales pueden representarse por la misma letra. 

El vector negative de un vector P se define como aquei que tiene 
la misma magnitud que P y una direcci6n opuesta a la de P (figura 2.5); 
el negative del vector P se represents por — P. A los vectores P y -P 
se les llama vectores iguales y opuestos . Se tiene 

P + (-P) = 0 


2.4. ADICION O SUMA DE VECTORES 

En la section anterior se vio que, por definicidn, los vectores se sum an 
de acuerdo con la ley del paralelogramo. Asi, la sum a de dos vectores 
P y Q se obtiene uniendo los dos vectores al mismo punto A y cons- 
truyendo un paralelogramo que tenga por lados a P y a Q (figura 2.6)- 
La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de P y Q, v 
se representa por P + Q. El hecho de que el signo + se use para re- 
presentar tanto la suma vectorial como la escalar no debe causar nin- 
guna confusirin, si las cantidades vectorial es y escalares siempre se dis- 
tinguen con cuidado. De esta manera, se debe notar que la magnitud 
del vector P + Q no es, en general, igual a la suma P + Q de las mag- 
nitudes de los vectores P y Q. 

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores P y Q no 
depen de del orden en que P y Q se seleccionen, se concluye que la 
adicion de dos vectores es conmutativa , y se escribe 

P + Q = Q HHP (2.1) 


A partir de la ley del paralelogramo se puede obtener otro 
todo para detenninar la suma de dos vectores. Este metodo llamado 


’Aigmias exp re si ones tienen magnitud y direoddn pero no se suman de acuerdo con la 
ley del paralelogramo. Aimque tales expresiones se pueden represents por medio de fle- 
chas, no se pueden considers vectores. 

Un grupo de expresiones de esle tipo son las rotaciones finitas de un euerpo rigido. 
Coloque un libro cerrado enfrente de usted sobre una mesa de man era que se encuentre 
en la form a habitual, con la portada hacia arriba y el lomo hacia la izquierda. Ahora rote el 
libro 180° con respecto a un eje paralelo al lovno (figura 2.3a); esta rotaci6n puede ser re- 
presentada por una flecha orientada, como se muestra en la figura, cuya longitud es igual 
a 180 unidades. Tomando el libro tal y como se encuentra en su nueva posiddru rotelo 



regia del tridngulo se obtiene como sigue: considerese la figura 2*6, 
donde la suma de los vectores P y Q ha sido determinada por la tey 
del paralelogramo, Puesto que el Lado del paralelogramo opuesto a 
Q es igual a Q en magn.it ud y direccidn, se podria dibujar solo la 
mitad del paralelogramo (figura 2.7 a), De esta manera, la suma de 
los dos vectores puede encontrarse colocando P y Q de punt a a cola 
y uniendo la cola d# P con la punta de Q. En la figura 2.7 h se con- 
sidera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resuL 
tado. Esto eon firm a el hecho de que la suma vectorial es coumuta- 
tiva. 

La rest a de un vector se define como la adici 6n del vector negati- 
vo correspondiente. De manera que el vector P — Q que representa 
la diferencia de los vectores P y Q se obtiene agregdndolc a P el vec- 
tor negativo — Q (figura 2.8). Se escribe 
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P-Q = P + (-Q) 


( 2 , 2 ) Fi9Ura2 ' 7 


Aqui se debe observar otra vez que aunque se usa el mismo signo pa- 
ra representar tanto la sustraccion vectorial como la escalar, se evita- 
ran confusiones si se tiene cuidado en distmgiiir entre cantidades vec- 
toriales y cscalares. 

All ora se considerard la suma de tres a rn/Ls vectores . La suma de 
tres vectores P, Q y S sc obtendra por definid6n y sumando primero 
los vectores P y Q y agregando el vector S al vector P + Q. De mane- 
ra que 


P + Q + S = (P + Q) + S (2*3) 



Figure 2.8 


En forma semejante, la suma de cuatro vectores se obtiene agregando 
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. Por consiguiente, La su- 
ma de cualquier numero de vectores se puede obtener al aplicar en 
forma repetida la ley del paralelogramo a pares sucesivos de vectores, 
hasta que todos los vectores sean sustituidos por uno solo. 


ahora 180° alrededor de un eje horizontal pejpendicular al lomo (figura 2.3&); esta segunda 
rotacion puede ser representada por medio de uoa flecba cuya longitud es igual a 180 
uniiludes, oriental la como se jnuestra en la figura. Sin embargo, cl libno podria haberse 
mlocario en esta posicirin finaJ aplieando una sola mtaririn de 180° con respecto a un eje 
vertical (figura 2.3c). Se eoncluye que la suma de las dos rotaciones <ie 180° representadas 
por flechas rigidas, respectivamente, a lo largo de los ejes z y es una rotaeipn de 1 80° 
representada por una flecba dirigida a lo largo del eje y (figura 2.3 d). Es obvio que las rota- 
cion es fim'tas de un cuerpo rigido no obedeccu la ley del paralelogramo para La adici 6n; por 
tanto, estai no pi teflon ser repnesentadas por medio de vectores. 




Fotogreffa 2.1 Como se ha mostrado, puede 
usarse la ley del paralelogramo o bien la regia 
del triangulo para determinar la fuerza resultante 
ejercida por los dos cables largos que cuelgan 
del gancho. 
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Figure 2.10 



Figura 2.11 



FIgura 2.12 


Si los vectores dados son coplanares , es decir, si estan contenidos 
en e) mismo piano, su suma puede obtenerse facilmente en forma gr£- 
fica. En ese caso, se prefiere la aplicacion repetida de la regia del tridn- 
gulo en vez de la ley del paralelogramo. En la figura 2.9 la suma de los 
tres vectores P, Q y S se obtuvo de esta forma: la regLa del triingulo se 
aplico primero para obtener la suma P + Q de los vectores P y Q; 
y volvio a aplicarse para obtener la suma de los vectores P + Q y S. 
Sin embargo, la determination del vector P + Q pudo haberse omiti- 
do; obteni6ndose directamente la suma de los tres vectores, como se 
muestra en la figura 2.10, acomodando los vertores en la forma de cola 
a punta y conectando la cola del primer vector con la punta del ultimo . 
Esta se conoce como la regia del poUgcmo para la adicidn de vectores. 

Se observa que el resultado obtenido permanecera sin cambio si, 
como se muestra en la figura 2. 1 1 , los vectores Q y S se hubieran reem- 
plazado por la suma de Q + S. Entonces se puede escribir 

P + Q + S = (P + Q) + S = P + (Q + S) (2.4) 

esta ecuacidn expresa el hecho de que la adicidu de vectores es aso- 
ciativa. Es importante recordar que ya se demostro que la suma vec- 
torial de dos vectores es tambien conmutativa, por lo que se escribe 

P + Q + S = (P + Q) + S = S + (P-hQ) (2 ^ 

= S + (Q + P) = S + Q + P V ; 

Esta expresion, junto con otras que pudieran obtenerse en la misma 
forma, muestra que el orden en que se sumen varios vectores no im- 
porta (figura 2.12). 

Producto de un escalar y un vector. Como es conveniente 
representar la suma P + P como 2P, a la suma P + P + P como 3P, 
y en general a la suma de n vectores P iguales como el producto nP, 
se definira el producto nP de un entero positivo n y un vector P, co- 
mo un vector que tiene la misma direction que P y magnitiid nP (lea- 
se n veces P). Al ampliar esta defmicion para incluir a todos los esca- 
lares y si recordamos la definicidn de un vector negativo dada en la 
seccidn 2.3, se define el producto fcP de un escalar k y un vector P co- 
mo un vector que bene la misma direccidn y sentido que P (si k es po- 
sitivo), o la misma direccidn pero sentido opuesto al de P (si k es ne- 
gativo) y una magnitud igual al producto de P y el valor absolute de k 
(figura 2.13). 



2.5. RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS 
CONCURRENTES 

Consid^rese una particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es de- 
cir, a varias fuerzas contenidas en el mismo piano (figura 2.14a). Co- 
mo todas estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes > Los 
vectores que representan las fuerzas que actuan sobre A pueden su- 
rname con la regia del pobgono (figura 2<14fc). Puesto que el uso de la 
regia del poligono es equivalente a la aplicaci 6n repetida de la ley del 
paralelogramo, el vector R obtenido representa la resultante de las fuer- 
zas concurrentes que intervienen, es decir, la fuerza que produce el 
mismo efecto sobre la particula A que las fuerzas dadas. Como se in- 



dico antes, no importa el orderi en el que se sumen los vectores P, Q 
y S que representan las fuerzas sobre la partfcula. 

2.6. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA 
EN SUS COMPONENTES 

Se ha visto que dos o mas fuerzas que actuan sobre una partfcula puc- 
den sustituirse por una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre 
la partfcula. De la misma manera, una sola fuerza F que actiia so- 
bre una partfcula puede reemplazarse por dos o mas fuerzas que pro- 
duzcan juntas el mismo efecto sobre la partfcula. A estas fuerzas se les 
llama componentes de la fuerza original F, y al proceso de sustituirlas 
en lugar de F se le llama descomposicion de la fuerza F en sus compo- 
nentes. 

En este sentido, para cada fuerza F existe un numero infinito de 
conjuntos de componentes. Los conjuntos de dos componentes P y Q 
son los mas importantes en cuanto a aplicaciones practicas se rehere. 
Pero aun en este caso, el numero de formas en las que una fuerza F 
puede descomponerse en sus componentes es ilimitado (figura 2.15). 
Dos casos son de especial interes; 

1. Una de las dos componentes , P, se conoce , La segunda com- 
ponente, Q, se obtiene apllcando la regia del triangulo 
y uniendo la punta de P a la punta de F (figura 2.16); la 
magnitude la direccion y el sentido de Q se determinan 
graficamente o por trigonometrfa. Una vez que Q se ha 
determinado, ambas componentes P y Q deben aplicarse 
en A. 

2* Se conoce la linea de accion de cada una de las componentes > 
La magnitud y el sentido de las componentes se obtiene al 
aplicar la ley del paralelogramo y trazando lineas, por la pun- 
ta de F, paralelas a las lineas de accidn dadas (figura 2.17). 
De esta forma se obtienen dos componentes bien definidas 
P y Q, que pueden determinarse graficamente o por trigono- 
rnetria aplicando la ley de los senos. 

Pueden encontrarse muchos otros casos; por ejemplo, cuando la 
direccion de una de las componentes se conoce y se busca que La mag- 
nitud de la otra sea lo rn&$ pequena posible (vdase problema resuelto 
2.2). En todos los casos se traza un triangulo o un paralelogramo ade- 
cuado que satisfaga las condiciones. 
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Figura 2.16 



Figura 2.17 





Las dos fuerzas P y Q actuan sobre el pemo A Determfnese su resultante. 
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Solucion grafica. Dibuje a escala un paralelogramo con lados igualcs 
aPyQ. La magnitud y la direction de la resultante se miden y se encuen- 
tra que son 

R = 98 N a — 35° R = 98 N ^35* < 

Tambien puede usarse la regia del triangulo. I .as fuerzas P y Q se dibu- 
jan de punta a cola y otra vez se obtienen la magnitud y la direcci6n de la re- 
sultante por medieidn directa. 

R = 98 N a = 35° K = 98 N ^35° < 

Solucion trigonometrica. Se usa otra vez la regia del tri&ngulo; los 
dos lados y el dngulo de la resultante se conocen. Se aplica la ley de los co- 
senos. 

= p 2 + Q* - 2 PQ cos B 

R 2 = (40 N) 2 + (60 N) 2 - 2(40 N)(60 N) cos 155° 

R = 97.73 N 

Ahora con la aplicacidn de la ley de los sen os, se escribe 

sen A _ senB sen A _ sen 155° 

Q ~ R 6N “ 97.73 N (l) 

AI resolver la ecuaci6n (.1) para el seno de A, se tiene 

(60 N) sen 155° 


97.73 N 


Con la calculadora se obtiene primero el cociente, luego su arco seno y el 
resultado es 

A = 15.04° a = 20° + A = 35.04° 

Con el uso de tres cifras significativas para escribir el reultado (v^ase seccidn 
1 - 6 ): 

R = 97.7 N ^35.0 D < 

Solucion trigonometrica altemativa. Se construye el tridngulo rec- 
tangulo BCD y se calcula 

CD = (60 N) sen 25° - : 

BD = (60 N) cos 25° - J 

Al usar entonces el biingulo ACD y se obtiene 

25.36 N 


25.36 N 
54.38 N 


tan A 


94.38 N 
25.36 


R = 97.73 N 


R = 97,7 N ^35.0 < 





PROBLEM A RESUELTO 2.2 
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Un lanch6n es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante de las fuerzas 
ejercidas por los remolcadores es una fuerza de 5 000 lb dirigida a lo largo 
del eje del lanchtin, determine: a) la tensi6n en cada una de las cuerdas, sa- 
biendo que or = 45 c , y b) el valor de a tal que la tcnsibn en la cuerda 2 sea 
minima. 
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SOLUCION 


«) Tension para nr = 45°, Solution grdfica. Se emplea la ley del 
paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a 5 000 lb y que 
esti dirigida liacia la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si 
el dibujo se hace a cscala puede medirse 


50001b 


M 


T, = 3 700 lb T 2 = 2 600 I!) < 


piW 

mi 


Solution trigonometrica, Puede usarse la regia del triangulo. Obs£r- 
vese que el tri&ngulo mostrado represen ta la mitad del paralelogramo que se 
presenta antes. Si se emplea la ley de los sen os, se escribe 


5 000 lb 


5 000 lb 




Con la calculadora, primero sc calcula y sc almacena el valor del ultimo 
cociente. Al multiplicar este valor sucesivamente por sen 45° y sen 30°, se 
obtiene 


mb 


5 ooo lb 


r, = 3 660 lb To = 2 590 lb 


b) Valor de a para T 2 minima, Para determinar el valor de a tal 
que la tension de la cuerda 2 sea nrunima se usa otra vez la regia del triin- 
gulo. En el esquema mostrado, la Ifnea 1-1' es la direccion de Ti. Las lineas 
2-2* indican varias direccioncs posibles de T 2 . Observe que el mini mo va- 
lor de T 2 ocurre cuando T* y T 2 son peTpendiculares. El valor mmirno de 
T 2 es 


im 


T 2 = (5 000 lb) sen 30° = 2 500 lb 


5 f.)00 lb 


Los valores coirespondientes de T i y a son 


mjMp 


Ti = (5 000 lb) cos 30° = 4 330 lb 


si® 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Las secciones antcriores estuvieron dedicadas a la ley del paralelogramo para la adi- 
ci6n de vcctores. 

Ahora se pedira la resolution de problemas en forma independiente. Mientras que 
algunos problemas seran similares a los problemas resueltos otros no lo seran. Lo 
que tienen en comun todos los problemas resueltos v los problemas propuestos co- 
rrespondientes a esta section es que se pueden resolver con la aplicacion directa 
de la ley del paralelogramo. 

La solucidn dc un problema propuesto debe basarse en los siguientes pasos: 

1 . Identificar cudles de las fuerzas son aplicadas y cudl es la resultante. 
En muchas ocasioncs es util escribir la ecuacion vectorial que muestra la forma en 
que las fuerzas estan rclacionadas entre si. Por ejemplo, en el problema resuelto 
2.1 se tendna 

R = P + Q 

Es deseable tener presente esta relation al momento de formular la siguiente parte 
de la solution. 

2. Dibujar un paralelogramo con las fuerzas aplicadas como dos lados ad- 
yacentes y la resultante como la diagomd que parte del origen de los dos vev- 
tores (figura 2.2) * Se puede usar la regia del triangulo, alternativamente, con las 
fuerzas aplicadas dibujadas con la union de la parte terminal de uno de los vectores 
a la parte initial del otro y dibujando la fuerza resultante extendiendose desde la par- 
te initial del primer vector hasta la parte terminal del segundo vector (figura 2.7). 

3* Senalar todas las dimensiones. Con el uso de uno de los tri&ngulos del pa- 
ralelogramo, o el triangulo construido de acuerdo con la regia del triangulo, se de- 
ben senalar todas las dimensiones — ya sean lados o angulos — y determinar las di- 
mensiones desconocidas ya sea en forma grafica o por trigonometrfa. Si se usa 
trigonometria, debe recordarse que la Icy de los cosenos se debe aplicar primero si 
dos lados y el angulo que estos forman son conocidos [problema resuelto 2,1]. y la 
ley de los senos debe aplicarse primero si uno de los lados y todos los angulos son 
conocidos [problema resuelto 2.2]. 

Como es claro en las liguras dc la section 2.6, las dos componentes de una fuerza 
deben ser perpendiculares. Por tanto, cuando se requiera descomponer una fuer- 
za en dos componentes, es esencial alinear los dos lados adyacentes del paralelo- 
gramo con las lineas de action cspccificadas de las componentes. 

Si se tiene un cstudio previo de mecanica, se podria estar tentado a ignorar las tec- 
nicas de solution de esta section en favor de descomponer las fuerzas en sus com- 
ponentes rectangulares. A pesar dc que este ultimo metodo es importante y sera 
considerado en la siguiente section, el uso de la ley del paralelogramo simplifica la 
solutidn de muchos problemas y debe dominarse cn estos momentos. 




Problemas* 


2.1 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
muestra en la figura. Si P = 15 lb y Q = 25 lb, determine en forma gr&fica 
la magnitud y la direccibn de su resultante empleando a) la ley del parale- 
logramo, b) la regia del trkngulo. 

2.2 Dos fnerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
muestra en la figura. Si P = 45 lb y Q = 15 lb, determine graficamente la 
magnitud y la direccibn de su resultante empleando a) la ley del paralelo- 
gramo, b) la regia del triangulo. 

2.3 Dos fuerzas son aplicadas a una armella sujeta a una viga. Deter- 
mine en forma grafica la magnitud y la direction de su resultante usando 
a) la ley del paralelogramo, b) la regia del tri&ngulo. 



Figura P2.1 y P2.2 



Figura P2.3 


2.4 Un autombvil descompuesto es jalado por medio de cuerdas suje- 
tas a las dos fnerzas que se muestran en la figura. Determine en forma gra- 
fica la magnitud y la direccibn de su resultante usando a) la ley del parale- 
logramo, h) la regia del triangulo. 

2.5 La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de 
las Ifneas a-a ' y b-b’ . a) Determine por trigonometrfa el Ingulo a sabiendo 
que la componente a lo largo de a-a’ es de 150 N. h) ^Cu&l es el valor co- 
rrespondiente de la componente a lo largo de b-b'? 

2.6 La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de 
las Ifneas a-a' y b-b\ a) Determine por trigoriometria el angulo a sabiendo 
que la componente a lo largo de b-b’es de .120 N. b) ^Cual es el valor co- 
rrespondiente de la componente a lo largo de a-a’? 

2*7 Se aplican dos fuerzas en el gancho de apoyo que se muestra en 
la figura. Sabiendo que la magnitud de P es de 600 N, determine por 
trigonometna a) el angulo a requerido si la resultante R de las dos fuerzas 
aplicadas en el gancho es vertical, y b) la magnitud correspondiente de R. 

f Las respuestas para todos los problemas cuvo Jidmero estd en un tipo de letra recta 
(eniTioS.l) st proporcionan al final del libro. Las respues tas para los problemas cuyo inline ro 
estd en letra eursiva (como 2.3) no se proporcionan. 



kTS" 


2 kN 


Figura P2.4 




Figura P2.7 


25 
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Figura P2.8 y P2.9 


2.8 Dos varillas de control estAn uni das en A a la palanca AB. Aplique 
trigonometna y, sabiendo que la fuerza en la varilla de la izquierda es F i = 30 
lb, determine a) la fuerza F 2 requerida en la varilla derecha si la resultante 
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical, b) la 
magnitud correspojidiente de R, 

2.9 Dos varillas de control estAn unidas en A a la palanca AB. Aplique 
trigonometna v, sabiendo que la fuerza en la varilla de la derecha es F 2 — 20 
lb, determine a) la fuerza F, requericla en la varilla izquierda si la resultante 
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical 5 h) la 
magnitud correspondiente de R. 

2.1 0 Una banda ehlstica para hacer ejercicio esta sujeta y se estira como 
indica la figura 2,10, Si la tension en las porciones BC y DE es igual a 80 y 
60 N, respcctivamente, determine, por trigonometna, a) el angulo a r c- 
querido si la resultante R de his dos fuerzas ejercidas en la mano en el pun to 
A es vertical, b) la magnitud correspondiente de R, 



A 

Figura P2.10 


2.11 Dos cables sujetan tin anuncio cn el punto A para mantenerlo cs- 
table mientras es bajado a su posicion definitiva. Sabiendo que a = 25°, de- 
termine, por trigonometna, a) la magnitud requerida de la fuerza P si la re- 
sultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la magnitud 
correspondiente de R, 

2. 12 Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es- 
table mientras es bajado a su posicidn definitiva. Sabiendo que la magnitud 
de P es de 70 lb, determine, por trigonometria, a) el Angulo a requerido si 
la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la magnitud 
correspondiente de R. 



Figura P2.11 y P2.12 


2.13 Como indica la figura P2.1 1, dos cables sujetan un anuncio en el 
punto A para mantenerlo estable mientras es bajado a su posicion definitiva. 
Determine, por trigonometric, a) la magnitud y la direcci<5n de la fuerza mi- 
nima P cuya resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R. 


2.1 4 Una banda elAstica para hacer ejercicio estA sujeta y se estira como 
indica la figura P2.10. Si la tension en la porcibn DE de la banda es igual a 
70 N, determine, por trigonometna, a) la magnitud y la direcci6n de la fuerza 
minima presente en la porcibn BC para la que la resultante R de las dos 
fuerzas ejercidas sobre la mano en el punto A se dirige a lo largo de una Knea 
que une los puntos A y H, b) la magnitud correspondiente de R. 


2.15 Resuelva el problem a 2 A empleando trigonometrfa. 

2.16 Resuelva el problema 2.2 empleando trigonometna. 
2A7 Resuelva el problema 2.3 empleando trigonometna. 



2.18 Para el gancho del problema 2.7 determine, por trigonometna, 
la magnitud y la direceion de la resultante de las dos fuerzas aplicadas en el 
gancho, si se sabe que P = 500 N y a — 60°. 

2.19 Dos elementos estructurales A y B est&n remachados a] apoyo 
que se muestra en la figura. Si ainbos elementos eshln en compresion, y la 
fuerza prescnte en el elemento A es de 30 kN y la del elemento B es de 20 
kN determine, por trigonometna, la magnitud y la direceion de la resultante 
de las fuerzas aplicadas al apoyo mediante los elementos A y B. 

2.20 Dos elementos estructurales A y B estan remachados al apoyo 
que se muestra en la figura. Si ainbos elementos est&n en compresion y la 
fuerza presente en el elemento A es de 20 kN v la del elemento B es de 30 
kN determine, por trigonometric, la magnitud y la dircccidn de la resultante 
de las fuerzas aplicadas ill apovo mediante los elementos A y B . 


2.7. Componentes rectangulares de una fuerza. 27 
Vectores unitarios 



Figura P2.19 y P2.20 


2.7. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA. VECTORES UNITARIOS 1 

En muchos problernas sera conveniente descomponer una fuerza en 
sns dos componentes perpendiculares entre si. En la figura 2.18, la 
fuerza F se ha descompuesto en una componente F x a lo largo del eje 
x y una componente F y a io largo del eje y. El paralelogramo trazado 
para obtener las dos componentes es an rectdngulo , y las fuerzas F x y 
F y se Raman componentes rectangular ## . 




Los ejes x y y suelen elegirse a lo largo de las direceion es hori- 
zontal y vertical, respectivamente, como se muestra en la figura 2.18; 
sin embargo, pueden selection arse en cualesquiera otras dos direc- 
ciones perpendiculares, tal como indica la figura 2.19. Para deter minar 
las componentes rectangulares de una fuerza debe pens arse que las 
Lineas de construcckSn mostradas en las figuras 2.18 y 2. 19 son parale- 
las a los ejes x y y en lugar de perpendiculares a ellos. Esta practica 
ayudara a evitar orrores en la determinacion de componentes ohlicuas , 
como se vio en la seccidn 2,6, 


( Las propiedades establecidas en las seed ones 2.7 y 2.8 se pueden extender fecilmcnte 
a las componentes rectangulares de cualquier otra cantidad vectorial. 


28 EstStica de particulas 


y 


j i Magnitud = 1 



En este punto se introduciran dos vectores de magnitud unitaria 
dirigidos a lo largo de los ejes positlvos x y y, A estos vectores se les 
Hama vectores unitarios y se representan por i y respectivamente 
(figura 2.20). A I recordar la definici6n del producto de un escalar y un 
vector dada en la seccidn 2.4, se observa que las componentes rectan- 
gulares F r y F y de una fuerza F pueden obtenerse con la multiplication 
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados 
(figura 2.21). Se escribe 

F, = F,i F y = FJ (2.6) 

y 


Figure 2.20 


F = Fj4F,j 


(2.7) 


y 



Mientras que los escalares F x y F y pueden ser positivos o negativos, de- 
pendiendo del sentido de F x y Fy, sus valores absolutos son respecti- 
vamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas F x 
v F y . Los escalares F x yF y se llaman componentes escalares de la fuerza 
F, mientras que las componentes reales de la fuerza F x y Fy son las 
componentes vectoriales de F. Sin embargo, cuando no existe alguna 
posibilidad de confusiOn, a los vectores v a las componentes escalares 
de F puede llamarseles simplemente componentes de F. Se observa 
que la componente escalar F x es positiva cuando la componente vec- 
torial F x tiene el mismo sentido que el vector unitario i (es decir, el 
mismo sentido que el eje x positivo) y es negativa cuando F x tiene 
el sentido opuesto. Una conclusion semejante puede obtenerse obser- 
vando el signo de la componente escalar F y . 

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F y con 9 el An- 
gulo entre F y el eje medido en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj desde el eje x positivo (figura 2.2J), se pueden 
cxpresar las componentes escalares de F coino sigue: 




Figura 2.22 


F x = F cos 0 F y — F sen 9 (2.8) 

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier 
valor del angluo 6 entre 0 y 360° y que Ostas definen tanto los signos 
como los valores absolutos de las componentes escalares F x v F yt 

Ejempfo 1 , Una fuerza de 800 N se ejerce sobre un pemo A como se 
muestra en la figura 2.22 a. Determfnese las componentes horizontal y verti- 
cal de la fuerza. 

Para obtener el signo correcto de las componentes escalares F x y F v , el 
valor 180° — 35° = 145° debe sustituirse por 9 en las ecuaciones (2.8). Sin 
embargo, es mas pr&ctico determinar por inspecci6n los signos cle F x y F y 
(figura 2.22 b) y usar las funtiones trigonometric as del ingulo at = 35 D . Por 
consiguiente se puede escribir 

F x = — F cos a = —(800 N) cos 35° = —655 N 
F y = + F sen at = 4(800 N) sen 35° = 4459 N 

Las componentes vectoriales de F son entonces 

F, = -(655 N)i Fy = 4(459 \)j 

y F se puede escribir en la forma 


F = -(655 N)i 4 (459 N)j 


EjemplO 2 . Un hombre jala una cuerda atada a un edificio con una 
fuerza de 300 N, como se muestra en la figura 2.23a. <;Cu4Jes son las com- 
ponentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por la cuerda en el pun- 
to A ? 

A parti r de la figura 2.23b se ve que 

F x = +(300 N) cos a F y = —(300 N) sen a 
Observando que AB = 10 m, a partir de la figura 2.23a se encuentra que 


cos a = 


8 m 
~AB 


8m = 4 
10m “ 5 


sen a — 


6 m 
~AB 


6 m _ 3_ 
10 m 5 


Entonces se obtiene 

F x = +(300 N)£ = +240 N F y = -(300 N)f = -180 N 

y se escribe 


F = (240 N)i - (180 N)j 


Si una fuerza F se define por sus com pone ntes rectangulares F x 
y F y (vease figura 2.21), el angulo 6 que aefine su direction puede 
obtenerse escribiendo 

tan 6 = (2.9) 

F*., 


La magnitud F de la fuerza se obtiene con el teorema de Pitagoras y 
escribiendo 


F = VF? + F~ 


( 2 . 10 ) 


o bien resolviendo para F una de las formulas de las ecuaciones (2.8). 


2.7. Componentes rectangulares cfe una fuerza. £9 
Vectores unitarios 




Figure 2.23 


EjemplO 3. Una fuerza F " (700 lb)i + (1 500 lb)j se aplica a un pcmo 
A . Determmese la magnitud de ia fuerza y el dngulo 0 que forma con la 
horizontal. 

Primcro se dibuja un diagrama que muestra Las dos componentes rec- 
tangular cs de la fuerza y el angulo 8 (figura 2.24). A partir de la ecuacibn 
(2.9), se escribe 


tan 8 ~ 



1 500 lb 
700 lb 


Con la calculadora.f se hace la divisibn de 1 500 lb cntre 700 lb; se cal- 
cula el arco tan gen te de este cociente y se obtiene 8 = 65.0°. Al resolver la 
segunda de las ecuaciones (2.8) para F, se tiene 


F - 


sen 8 


1 500 lb 
sen 65.0° 


= 1 655 lb 


El bltimo calculo se facilita si el valor de F y se almacena en la memoria desde 
que se introduce, de manera que pueda ser llamado para dividirse cntre sen 8. 



Figura 2.24 


1 Se supone que la calculadora que se estd utilizando tiene teclas para el c&lculo de fun- 
ciones trigonometricas y de funciones trigon on Ericas inverse. Algunas calculadoras tam- 
i bi£n tienen teclas para convertir directamente de coordenadas rectangulares a eoordenadas 

polares y vice versa. Este tipo de calculadoras eliminan la neeesidad de calcular funtiones 
trigonomdtricas en los ejemplos 1, 2 y 3 y en problemas del mismo tipo. 
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c) 



d) 

Flgura 2.25 


2.8. ADICION DE FUERZAS SUMANDO 
SUS COMPONENTES XY Y 

En la secdon 2.2 se estudio que las fuerzas deben sumarse de acuer- 
do con la ley del paralelogramo. A parti r de esta ley se derivaron en las 
secciones 2.4 y 2.5 otros dos metodos mas directos aplicables a la so- 
lution grafica de los problem as: la regia del triingulo para la sum a de 
dos fuerzas y la regia del polfgono para la adicion de tres o mas fuer- 
zas. Tambidn se vio que el triangulo de fuerzas usado para definir la 
resultante de dos fuerzas podria usarse para obterier una solution tri- 
gonometrica. 

Cuando se van a sumar tres o mis fuerzas, no puede obtenerse una 
solution trigonometrica practica del polfgono de fuerzas que define a 
la fuerza resultante* En este caso puede obtenerse una solution anali- 
tica del problem a si se descompone cada fuerza en sus element os reo 
tangulares. Considere, por ejemplo, las tres fuerzas P, Q y S que ac- 
tuan sobre una particula A (flgura 2.25a). Su resultante R esta definkla 
por la relaci6n 


R - P + Q + S (2.11) 

Si se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares, se 
escribe 


fy + iy - P x i + FJ + Q x i + Q,J + S x i + SJ 
= (Px + Qx + + (Py + Qy + S v )j 

de donde se ticne que 

Bx = P* + Px + S x Ry=Py + Qy + (2.12) 

o 3 en forma breve, 

R x - IF* R y = 'ZFy (2.13) 

Por tanto, se puede concluir que las componentes escalates R^y Ryde 
la resultante R de varias fuerzas que actuan sobre una particula se ob- 
tienen separando de manera algebraica las correspondientes compo- 
nentes escalares de las fuerzas dadm * 

En la practica, la determinaci6n de la resultante R se realiza en 
tres etapa$> como se ilustra en la figura 2.25. Primero, las fuerzas 
mostradas en la flgura 2.25a se descomponen en sus componentes * y 
y (figura 2.25 b). Con la suma de estas componentes x y y de R (figura 
2.25c). Finalmente, la resultante R = R^i + Ryj se deter mina aplicando 
la ley del paralelogramo (figura 2.25d). El procedimiento que se aeaba 
de describir se realiza con mas eficiencia si los cilculos se tabu lan. 
Aunque este es el unico metodo analftico practico para la adicion de 
tres o mas fuerzas, con frecuencia tambien se le prefiere sobre la solu- 
ci6n trigonomdtrica en el caso de la suma de dos fuerzas. 


F Obviamente> este resultado se puede apliear tambi^n a la adicidn de otras cantidades 
vectoriales, aceleraciones o cantiilades de movimienlo. 


F.i - 80 \ T 1 


Fj = 150 N 


PROBLEMA RESUELTO 2.3 


Cuatro fuerzas actuan sobre un pemo A como se muestra en la figura. De- 
termine la resultante de las fuerzas sobre el pemo. 


*F 4 = 100 N 


r F-, - i m n t 


pn^ll 

Irf' ;V ■ 




01 

wm 


(+2 cos 20 )j 

r5* 


WM 

(1-2 sen 20)1 


H 






iS 




i30)j 


(J’j cos 30)i 


1 (F 4 cos 1 5 }i 


SOLUCION 

Las componentes x y y dc cada fuerza se detenninan por trigonometrfa, como 
se muestra en la figura y se escriben en la tabla. De acuerdo con la conven- 
ci6n adoptada en la seccion '2.1 3 un numero escalar que representa la com- 
ponente de una fuerza es positivo si la eomponente tiene el mismo seetido 
que el correspondiente eje dc coordenadas. Entonces, las com ponente s x que 
actuan a la derccba v las componentes y que actuan hacia arriba se repre- 
sents por numeros positivos. 


- (F 4 sen I5)j 


Fuerza 

Magnitud, N 

Component© x, N 

Component© y t N 

Fi 

150 

A 129.9 

+75.0 

F, 

80 

—27.4 

+75.2 

f 3 

110 

0 

-110.0 

f 4 

100 

+96.6 

—25.9 



R x = +199.1 

R w = +14.3 


En estas condiciones la resultaiite R de las cuatro fuerzas es 


R = /y + ^ R = (199.1 N)i + ( 14.3 N)j ^ 


mm 

mm 


L 


l / 

S! K >- ;4 iVj 


La magnitud y la direcci6n de la resultante ya puede determinarse. Del 
tridngulo mostrado en la figura, se tiene 


4- 


/"r-a 


99.1 Nli 


By 14.3 N 

tan a — — — — , ^ — 

R x 199.1 N 


R = — - ~ = 199.6 N 
sen a 


a = 4.1* 


R - 199.6 N <£4.V 


El ultimo calculo puede facilitarse con el uso de calculadora, si el valor ||!>||| 
de Ry se almacena en la memoria al introducirse, de manera que pueda ser 
llamado para dividirse entre sen a. (Wase tambien la nota al pie de la plgina 
29.) 
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la leccion anterior, la resultante de dos fuerzas puede ser determinada 
artir de un triangulo oblicuo, con el uso de la trigonometria. 


Como se vio en 
ficamente o a pi 


A* Cuando estdn involucradaa ire ft o mas fuerzas, la determinaci6n de su resultante 
R se lleva a cabo de manera mas sencilla descomponiendo primero cada ana de las fuerzas 
en sus componentes rectangulares . Se pueden encontrar dos casos, que depen den de la for- 
ma en que este definida cada una de las fuerzas dadas: 


Case L La fuerza F estd definida par medio de su magnitud F y el dngulo a que 
forma con el eje de las x* Las componentes x y y de la fuerza se pueden obtener, respec- 
tivamente, al miiltiplicar F por cos a. y por sen a [ejemplo 1]. 


MP 


Caso 2 * La fuerza F se define por medio de su magnitud F y Im coordenadas de 
dos punt os A y B que se encuentran a lo largo de su Unea de accidn (figura 2.23), Por 
medio de la trigonometna, primero se puede determinar el dngulo ct que F forma con el 
eje x. Sin embargo, las componentes de F tambien se pueden obtener directameute a par- 
tir de las propor clones entre las diversas dimensiones involucradas, sin determinar realmente 
a [ejemplo 2], 


R. Components rectangulares de la resultante , Las componentes R* y R (J de la re- 
sultant e sc pueden obtener con la suma algebraica de las componentes correspondientes de 
las fuerzas dadas [problema resuelto 2.3], 


La resultante se puede expresar en forma vectorial con los vector es unitarios i yj, los cu ales 
estdn dirigidos, respectivamente, a lo largo de los ejes x y y: 


De manera altemativa, se pueden determinar la magnitud y la direction de la resultante re- 
solviendo para R y para el dngulo que R forma con el eje x „ cl triangulo rectangulo de la- 
dos Rx y R, y . 


En los cjcmplos y en el problema resuelto de esta lecridn, los ejes x y y fueron, respectiva- 
mente, horizontal y vertical. Sin embargo, se debe recordar que, para algunos problem as 
serd mis eficiente rotar los ejes para alinearlos con una o mis fuerzas aplicadas. 


R E S O L UCION DE PROB L EMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 




2.21 Determine las componentes x y y de cada una de las fuerzas que 
se muestran en la figura. 

2.22 Determine las componentes r y y de cada una de las fuerzas que 
se muestran en la figura. 


! J 



Figura P2.22 


2.23 y 2.24 Determine las componentes r y y de cada una de las 
fuerzas que se muestran en la figura. 



Figura P2.24 


2.25 El elemento ED ejerce sobre el miembro ABC una fuerza P 
dirigida a lo largo de la llnea BD . Si P dehe tener una componente vertical 
de 960 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente hori- 
zontal. 


y 



Figure P2.21 




Figura P2.25 
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Figura P2.26 



Flgura P2.29 y P2.3Q 


2.26 Mientras vacia una carretilla, una jardinera ejerce sobre cada 
mango AB una fuerza P dirigida a lo largo de la Ifnea CD. Si P debe tener 
una componente horizontal de 30 lb, determine a) la magnitud de la fuerza 
P ? h) su componente vertical. 

2.27 Sobre el codo BCD, la varilla de acrtivador AB ejerce una fuerza 
P dirigida a lo largo de la lfnea AB < Si P debe tener una componente de 100 
N perpendicular al brazo BC del codo, determine a) la magnitud de la fuerza 
P, b) su componente a lo largo de la Knea BC. 



2.28 El elemento CB de la prensa de banco mostrada en la figura 
ejerce, sobre el bloque B > ima fuerza P dirigida a lo largo de la lmea CB. Si 
la componente horizontal de P debe tener una magnitud de 260 lb, deter- 
mine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical 



Figura P2.28 



2.29 Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se mues- 
tra en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida 
a lo largo de la garrocha, y la magnitud de la componente vertical de P es 
de 45 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente hori- 
zontal. 

2.30 Se utiliza una garrocha para ahrir una ventana como se muestra 
en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida a lo 
largo de la garrocha, y la magnitud de la componente horizontal de P es de 
18 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical 

2.31 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.21. 

2.32 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.22. 

2.33 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.24. 

2.34 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.23. 

2.35 Si la tension en el cable BC es de 145 lb, determine la resultante 
de las tres fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB. 


Figura P2.35 
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2,36 Un coll an n que puede deslizarse sobre una varilla vertical se 
somete a las tres fuerzas mostradas en la figura. Determine a) el valor del 
dngulo a. para el que la rcsultante de las tres fuerzas es horizontal, b) la mag- 
nit ud eorrespondiente de la resultar'ite. 



2.37 Si a = 65°, determine la resultante de las tres fuerzas que se 
muestran eu la figura. 

2.38 Si a = 50°, determine la resultantc de las tres fuerzas que se 
muestran en la figura. 

2.39 Para la viga del problema 2.35, determine a) la tension roquerida 
en el cable BC si la resultante de las tres fuerzas ej ere Idas en el pun to B 
debe ser vertical, b) la magnitud eorrespondiente de la resultante. 


aoo \ T 



Figura P2.3B 


2.40 Para las tres fuerzas del problema 2.38, determine a) el valor re- 
querido de a si la resultante debe ser vertical, b) la magnitud correspondien- 
te de la resultante. 

2.41 Para el bloque del problema 2.37, determine a) el valor requerido 
de a si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser paralela id piano 
inclinado, b) la magnitud eorrespondiente de la resultante. 

2.42 El aguil6n AB se sostiene en la posicidn mostrada en la figura 
mediante tres cables. Si las tensiones respectivas en los cables AC y AD son 
de 900 y de 1 200 lb, determine a) la tcnsi6n en el cable AE si la resultante 
dc las tensiones ejercidas en el punto A del aguildn debe estar dirigida a lo 
largo de AB , h) la magnitud eorrespondiente dc la resultante. 



Figura P2A2 


2.9. EQU1LIBRIO DE UNA PARTICULA 


En las secciones anteriores se expusieron los rn&odos utilizados para 
determinar la resultante de varias fuerzas que actuan sobre una partf- 
cuJa. Aunque no ha ocurrido en ninguno de los problemas examinados 
basta ahora, es posible que la resultante sea cero. En tal caso, el efeo 
to ncto de las fuerzas dadas es cero, y se dice que la particula esta en 
equilibrio. Entonces se tiene la siguiente defmicion: si la resultante de 
todas las fuerzas que actuan sobre una particula es cero , la particula 
se encuentra en equilibrio . 

Una particula sometida a 1a acd6n de dos fuerzas estard en equi- 
librio si ambas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma Ifnea de ac- 
cion, pero sentidos opuestos. Entonces la resultante de las dos fuerzas 
es cero. En la figura 2.26 se ilustra este caso. 



100 Hi 


' 100 lb 

Figura 2.26 
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F 2 = 173.2 lb 


= 200 lb 


Otro caso de una particula en equilibrio se muestra en la figura 
2.27, donde aparecen cuatro fuerzas que actuan sobre A. En la figu- 
ra 2*28, la resultante de las fuerzas dadas se determina por la regia del 
poligono. Empezando en el punto 0 con F 1 y acomodando las fuerzas 
punta a cola, se encuentra que la punta de F 4 coincide con el punto 
de partida O, as! que la resultante R del si sterna de fuerzas dado es 
cero y la particula esta en equilibrio* 

El poligono cerrado de la figura 2.28 proporciona una expresion 
grdfica del equilibrio de A. Para expresar en forma algebraica las condi - 
ciones del equilibrio de una particula se escribe 

||R = HF — 0 (2.14) 

Descomponiendo cada fuerza F en sus componentes rectangu lares, se 
tiene 


nFJ + F y j) = 0 o (2F x )i + (2F tf )j - 0 

Se concluye que las condiciones necesarias y suficientes para el equili- 
brio de una particula son 

0 (2.15) 

Regresando a la particula mostrada en la figura 2.27, se comprueba que 
las condiciones de equilibrio se satisfacen. Se escribe 

2F* ” 300 lb — (200 lb) sen 30° — (400 lb) sen 30° 

= 300 lb - 100 lb - 200 lb = 0 
ZF y = -173.2 lb - (200 lb) cos 30° + (400 lb) cos 30° 

= -173.2 lb - 173.2 lb + 346.4 lb - 0 


2.10. PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON 

A finales del siglo xvtu Sir Isaac Newton formula tres leyes funda- 
mentales en las que se basa la ciencia de la mec4nica. La primera de 
estas leyes puede enunciarse como sigue: 

Si la fuerza- resultante que actua sobre una particula es cero y la 
particula permanecerd en reposo (si originalmente estaba en reposo) o 
se movera con velocidad constante en linea recta (si originalmente es- 
taba en movimiento). 

De esta ley y de la definition de equilibrio expuesta en la seccidn 
2.9, se deduce que una particula en equilibrio puede estar en reposo 
o movi^ndose en linea recta con velocidad constante. En la siguiente 
secci6n se consideraran varios problemas concemientes al equilibrio 
de una particula. 

2.11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL EQUILIBRIO 
DE UNA PARTICULA. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE 

En la practica, un problem a de ingenie ria mecinica se deriva de una 
situation fisica real. Un esquema que muestra las condiciones fisicas 
del problema se conoce como dlagrama espacial. 

Los m£todos de an4lisis estudiados en las secciones anteriores se 
aplican a un si sterna de fuerzas que actuan sobre una particula. Un gran 
numero de problemas que tratan de estructuras pueden reducirse a 
problemas concemientes al equilibrio de una particula. Esto se fiace 


escogiendo una particula significativa y dibujando uri diagrama sepa- 
rado que muestra a es ta v a todas las fuerzas que actuan sobre el la, Di- 
cho diagram a se conoce como clia grama de cuerpo lib re. 

Por ejemplo, considerese el embalaje de madera de 75 kg mos tra- 
de en el diagrama espadal de la figura 2,29 a. fiste deseansaba entre 
dos edilicios y ahora es levantado hacia la plataforma de un camion que 
lo quitara de ahi. El embalaje esta soportado por un cable vertical unido 
en A a dos cuerdas que pasan sob re poleas fijas a los edificios en B y 
C. Se desea determinar la tension en cada una de las cuerdas AB y AC. 

Para resolver cl problema debe trazarse un diagram a de cuerpo li- 
bre que muestre a la particula en equilibrio. Puesto que se analizan las 
ten si ones en las cuerdas, el diagrama de cuerpo libre debe incluir al 
menos una de estas tensiones y si es posible a ambas. El pun to A parece 
ser un buen cuerpo libre para este problema, El diagrama de cuerpo 
libre del pun to A se muestra en la figura 2.29 b. Esta muestra al punto 
A y las fuerzas ejercidas sobre A por el cable vertical y las dos cuerdas. 
La fuerza cjcrcida por el cable esta diri.gi.da hacia abajo v es igual al 
peso W del contenedor. De acuerdo con la ecuacion (L4), se escribe 

W = mg = (75 kg)(9.81 m/s 2 ) = 736 N 

y se indica este vaJor en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas ejer- 
cidas por las dos cuerdas no se conocen, pero como son iguales en mag- 
nitud a la tension en la cuerda AB y en la cuerda AC, se represen tan 
con T a h y T AC v se dibujan hacia fuera de A en las direcciones 
mostradas por el diagrama espaciah No se incluyen otros detalles en el 
diagrama de cuerpo libre. 

Puesto que el punto A esta en equilibrio, las tres fuerzas que ac- 
tuan sobre 6 1 deben formar un triangulo cerrado cuando sc dibujan de 
punta a cola. Este triangulo de fuerzas ha sido dihujado en la figura 
2.29c. Los vectores T A u y T AC de las tensiones en las cuerdas pueden 
encontrarse grAficamente si el tridngulo se dibuja a escala, o pueden en- 
contrarse median te la bigonoirietna. Si se escoge el ultimo m£todo de 
solucion, con la ley de los senos se escribe 

T A h = T ac = 736 N 
sen 60° sen 40° sen 80° 

Tab ~ 647 N J AC = 480 N 

Cuando una particula esta en equilibria bajo tres fuerzas, el pro- 
blema siempre puede resolve rse dibujando un triangulo de fuerzas. 
Cuando una particula est£ en equilibria bajo mas de tres fuerzas, el 
problema puede resol verse graficamcntc dibujando un pollgono de 
fuerzas. Si se desea una solucion analitica, se deben resolver las ecua- 
cianes dz equilibria dadas en la seccion 2.9: 

= 0 XF y = 0 (2.15) 

Estas ecuaciones pueden resol verse para no mas de dos incognitas ■ en 
forma semejante, el triangulo de fuerzas usado en el caso de equilibrio 
bajo tres fuerzas. puede resolve rse para dos incognitas. 

Los tipos mds comunes de problemas son aquellos donde las dos 
incognitas represen tan 1) las dos componentes (o la magnitud y direc- 
cion) de una sola fuerza, 2) las magnitudes de las dos fuerzas, cada una 
de direccion conocida. Tambien se encuentran problemas que requie- 
ren la determinacion del valor maximo o mini mo de la magnitud de 
una fuerza (v6anse problemas 2.59 a 2.63). 


2.11. P rob fern as refadonados con el equilibno 
de una particula. Diagramas de cuerpo libre 
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n ^ Diagrama. 



Figura 2.29 



Fotograffa 2.2 Como se ilustr6 en un ejemplo 
anterior, es posible determinar las tensiones en 
los cables que sostienen al eje que se muestra 
en la fotografia, considerando al gancho como 
una partfcula y de$pu6s aplicando las ecuaciones 
de equilibrio a las fuerzas que actuan sobre ef 
gancho. 




; i- ' V**' V **• 

Mg!: 


PROBLEMA RESUELTO 2.4 

En la operad6n de descarga de un barco, un automovil de 3 500 lb es so 
portado por un cable. Se ata una cuerda al cable en A v se tira para centrar 
al automdvil sobre la posici6n deseada. El dngulo entre el cable y la vertical 
es de 2°, mientras que el Angulo entre la cuerda y la horizontal es de 30°. 
jCual es la tensidn en la cuerda? 


mm 


mm 




SOLUCION 


Diagrama de eueipo libre. Se escogc el punto A como cuerpo libre 
y se dibuja el diagrama completo de cuerpo libre. es la tensidn en el ca- 
ble AB y T ac es la tensidn de la cuerda. 

Condicion dc equilibrio. Como solo actuan tres fuerzas sobre el 
cuerpo libre, se dibuja un triangulo de fuerzas para expresar que 6ste se en- 
cuentra cn equibbrio. Con la ley de los senos se escribe 

T ab T ac 3 5001b 


a 500 n> 


w£m 

mm 

mmM 


Utilizando una calculadora, primero se calciila y se guarda el valor del 
ultimo oociente. Se multiplica este valor en forma sucesiva por sen 120° y 
sen 2°> se obtiene 


3 500 lb 


3 570 lb 








Determine la magnitude direcci6n y sentido de la fuerza F m&s pequena que 
mantendr&. en equilibrio al paquete que se roues tra al marge n. Ndtese que la 
fuerza ejercida por los rodillos sobre el paquete es perpendicular al piano in- 
clinado. 




SOLUCION 


Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el paquete como cuerpo li- 
bre, suponiendo que 6ste se puede tratar como particula. Se dibuja el dia- 
grama de cuerpo libre correspondiente. 

Condicion dc equilibrio. Puesto que s6lo aettian tres fuerzas sobre 
el cueipo libre, se dibuja un tri&ngulo de fuerzas para expresar que esta en 
equilibrio. La lrnea 1-1 * representa la direcci6n conocida de P. Para obtener 
el valor mfnimo de la fuerza F se escoge la direccitin de F perpendicular a 
la de P. De la geometna del tridngulo obtenido, se encuentra que 

F = (294 N) sen 15° = 76.1 N a~ 15° 

F = 76.1 \ Se*J5° ^ 


W = (30 kg)(9.81 «]/*«) 
= 294 N 


294 N 


wmm. 


iiill 





PROBLEMA RESUELTO 2.6 


Como parte del diseno de un nuevo velero, se desea determinar la fuerza de 
arrastre que puede esperarse a cierta velocidad. Para hacerlo, se eoloca un 
modelo del casco propucsto en un canal de prueba y se usan tres cables para 
mantener su proa en el eje del centro del canal. Las lecturas de los di- 
namdmetros indican que para una velocidad dada la tensidn es de 40 lb en 
el cable AB y de 60 lb en el cable AE. Determine la fuerza de arrastre ejer- 
cida sobre el casco y la tension en el cable AC. 


SOLUCION 


Determination dc los ungulos. En primer lugar se determinan los 
ilos a y ft que definen las direcdones de los cables AB y AC. Se escribe 


a = 60 . 26 * 


Diagrams de cuerpo libre. Se escoge el casco como cuerpo libre, 
se traza el diagrama del cuerpo libre que incluye las fuerzas ejercidas por los 
tres cables sobre el casco, asf como la fuerza de arrastre F D ejercida por el 


Condicion de equilibrio. Se expresa que el casco estd en equilibrio 
v la resultante de tod as las fuerzas se escribe como cero: 


Como aparecen m£s de tres fuerzas, se obtenddn sus componentes x y y 

Tab = “(40 lb) sen 60.26°i + (40 lb) cos 60.26°j 
= -(34.73 lb)i + (19.84 lb)j 
T ac - Lac sen 20>56°i + T AC cos 20.56°j 
= 0.3512T AC i + 0.9363r AC j 
Tae= “(60 lb)j 


Se sustituyen las expresiones obtenidas en la ecuacirin (1) y se factorizan los 
vectores unitarios i y j, por lo que se tiene 

(-34.73 lb 4- 0.3512T AC + F D )\ + (19.84 lb + 0.9363T AC - 60 lb)j = 0 

Esta ecuad6n se cumpliri si, y s6lo si, los coeficientes de i y j son iguales a 
cero. Asf se obtienen las siguientes dos ecuadones de equilibrio, que expre- 
san, respectivamente, que la suma de las componentes x y la suma de las 
componentes y dc las fuerzas dadas debe ser cero. 

2F* = 0: -34.73 lb + 0.3512T aC + F d = 0 (2) 

%F y = 0: 19.84 lb 4- 0.9363T AC - 60 lb = 0 (3) 

De la ecuaci6n (3) se encuentra T aG = +42.9 lb M 

y sustituyendo este valor cn la ecuad6n (2) se obtiene F D — +19.66 lb ^ 

Al dibujar el diagrama de cuerpo libre se supuso que habia un sentido para 
cada fuerza desconocida. El signo positivo en la respuesta senala que el sen- 
tido supuesto era el correcto. Puede dibujarse el poligono de fuerzas com- 
pleto y asf comprobar los resultados. 



Ilf [/■ l A c sei1 20.56 i 

i mm i 

U Fpi 1 



Algunos de los siguientes problemas involucran pequciias poleas. Se supondrA que las poleas 
estan libre s de friccibn, por tanto, la tension en la cuerda o cable que pase por una polea es 
la misma en cada uno de sus lados. Eu el capftiilo 4 se analizara por qub la tension es la 
misma. Por ultimo, como veremos en el capftulo 10, la magnitud de la fuerza F ejercida so- 
bre un cuerpo por un resorte estirado o comprimido esta dada por F = kx, donde k es la 
constante del resorte yx es una medida de su compresion o estiramiento con respecto a la 
longitud del resorte cuando este no ha side deformado. 


RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Cuando una partfcula estA en equilibrio , la result ante de todas las fuerzas que aettian sob re 
la partfcula debe ser igual a cero. En el caso de una partfcula sobre la que actuan fuerzas 
coplanares, expresar este hecho proportion ar A dos relatione s entre las fuerzas involucradas. 
Como se vio en los problemas resueltos recien presentados, cstas rclaciones pueden uti- 
lizarsc para determinar dos incognitas — como la magnitud y la direction dc una fuerza o 
las magnitudes de dos fuerzas — . 

Tra%ar un diagrama de cuerpo libre es el primer paso a segutr en la solution de 
un problema que involucre el cquilibrio de una partfcula. En este diagrama se muestran la 
partfcula y todas las fuerzas que actiian sobre ella. En el diagrama de cuerpo libre debe in- 
dicate la magnitud de las fuerzas conocidas, asf como cualquier Angulo o dimensibn que 
defina la direccidn de una fuerza. Cualquier magnitud o Angulo desconocido deben desig- 
narse por medio de un sfmbolo adecuado. No tiene que incluirse ninguna otra information 
adicional en el diagrama dc cuerpo libre. 

Es indispensable trazar un diagrama de cuerpo libre claro y preciso para poder resolver 
cualquier problema de equilibria. La omision de este paso puede aborrarnos lApiz y papel, 
pero es muy probable que nos lleve a una solucibn incorrecta. 

Caso 1 * Si solo estan involucradas tres fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, el resto 
de la solution se lieva a cabo mAs facilmente uniendo eu un dibujo la parte terminal de una 
fuerza con la parte initial de otra (punta), para formar un tridngulo de fuerzas . Este tri An- 
gulo puede resolverse grAficamente o por trigonometrfa para un mAximo de dos incbgnitas 
[problemas resueltos 2 .4 y 2.5]. 

Caso 2 * Si estan involucradas mas de tres fuerzas , lo mas conveniente es emplear una 
solucion anaUtica. Los ejes x y y se seleccionan y cada una de las fuerzas mostradas en el 
diagrama de cuerpo libre se descompone en sus componentes x y y . Al expresar que tanto 
la suma de las componentes en x como la suma de las componentes en y de las fuerzas son 
iguales a cero, se obtienen dos ccuaciones que pueden resolverse para no mas de dos in- 
cbgnitas [problema resuelto 2.6b 

Se recomienda fi memento que al empleiir una solucibn analftica se escriban las ecuationes 
de equilibrio en la misma forma que las ecuationes (2) y (3) del problema resuelto 2.6. La 
prActica adopt ada por algunos estudiantes de colocar al inicio las incognitas del lado izquierdo 
de la ecuacibn y las cantidades conocidas del lado dereclio puede llevar a una confusion al 
momento de asignar el signo correcto a cada uno de los terminos. 

Se ha senaiado que, independientemente del mbtodo empleado para resolver un problema 
de equilibrio bidimensional, sblo puede determinate un mAximo de dos incognitas. Si un 
problema bidimensional involucra mas de dos incognitas, deben obtenerse una o mas rela- 
clones aditionales a parti r de la information contenida en el emmeiado del problema. 






Problemas 


2.43 Si a = 50° y el aguil6n AC ejerce sob re la artienlacion C una 
fuerza dirigida a lo largo de la linea AC, determine a) la magnitud de la fuer- 
za, h) la tensidn en el cable BC. 

1 

2.44 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la 
figura. Determine la tension en a) el cable AC, b) el cable BC , 



2A5 Una componente de m&quina con forma irregular se mantiene 
en la posicidn mostrada en la figura por medio de tres sujetadores. Si 
F a — 940 N, determine las magnitudes de las fuerzas F u y F c ejercidas por 
los otros dos sujetadores. 

2.46 Las cuerdas AB y AC son lanzadas a una persona cuya lancha se 
ha hundido. Si a = 25° y la magnitud de la fuerza ejercida por el rfo so- 
bre el lauchero es de 70 lb, determine la tension en a) la cuerda AB, b) la 
cuerda AC. 



Figure P2.43 



Figura P2.45 



Figura P2.46 


Figura P2.47 



2.47 Un bote jala a un paracaidas y su pasajero a una velocidad cons- 
tante. Si el pasajero pesa 550 N y la fuerza resultante R ejercida por el pa- 
racaidas sobre la horquilla A forma un angulo de 65 D con la horizontal, de- 
termine a) la tension en la cuerda de remolque AB , h) la magnitud de R. 
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2.48 Dos semaforos se cueigan temporalmente de un cable como se 
muestra en la figura. Si el semAforo colocado en B pesa 300' N, determine el 
peso del semAforo en C. 




3 




■ As 


J. 



Figura P2.49 y P2.50 


2,49 Dos fuerzas de magnitud T A = 8 laps y T B — 15 laps se aplican 
a una conexidn soldada como in die a la figura. Si la conexi6n esta en equili- 
brio, determine las magnitudes de las fuerzas T c yT D . 



Figura P2.51 y P2.52 


2.50 Dos fuerzas de magnitud T A = 6 kips y T c = 9 kips se aplican a 
una conexidn soldada como indica 1a figura. Si la conexidn estA en equili- 
brio, determine las magnitudes de las fuerzas T B y T n , 

2.51 Los cuatro elementos de madera que se muestran en la figura es- 
tAn unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos 
a la accidn de cuatro fuerzas. Si F A = 2.3 kN y F B = 2.1 kN : determine las 
magnitudes de las otras dos fuerzas. 

2.52 Los cuatro elementos de madera que sc muestran en la figura es- 
tAn unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos 
a la acci6n de cuatro fuerzas. Si F A — 1.9 kN v F c = 2.4 kN, determine las 
magnitudes de las otras dos fuerzas. 


2,53 En un acto circense, un aerdbata realiza un parado de manos so- 
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m 
de largo que se muestra en la figura. Si la tensidn en la cuerda DE es de 35 
N cuando el aerdbata se sostiene en equilibrio en a — 2.5 m, determine a) 
el peso del aerdbata, h) la tensidn en el cable. 



2.54 En un acto circense, un aerdbata realiza un parado de manos so- 
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m 
de largo que se muestra en la figura. Si el aerdbata pesa 720 N y se sostiene 
en equilibrio en a = 3 m, determine a) la tensi6n en el cable, b) la tensidn 
en la cuerda DE , 
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2.55 Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica 
la figura. Si W = 190 lb, determine la tension en a) el cable AC, b) el cable 


BC. 


2.56 Dos cables se amarran juntos cn C y son cargados como indica 
la figura. Determine el rango de valores de W para los que la tension no serd 
mayor de 240 lb en cualquiera de los cables. 



Figura P2.55 y P2.56 



600 mm 


360 rnrn 


360 mm 


Figura P2.57 


2.57 Una carga con peso de 400 N estd suspendlda de un resorte v 
dos cuerdas, las cuales se unen a dos bloques de pesos 3W y W como se 
muestra en la figura. Si la constante del resorte es de 800 N/m, determine 
a) el valor de W, b) la longitud sin estirar del resorte. 

2.58 Un bloque de peso W esta suspendido de una cuerda de 25 in. 
de largo y de dos resortes cuyas longitudes sin estirar miden 22,5 in. cada 
una. Si las constantes de los resortes son k AB = 9 Ib/in. y k AD = 3 lb/in., de- 
termine a) la tensi6n en la cuerda, b) el peso del bloque. 



Figura P2.58 


7 in. 


2.59 Para las cuerdas y la fuerza del rfo del problema 2.46, determine 

a) el valor de a para el que la tensidn en la cuerda AB es la minima posible, 

b) el valor correspondiente de la tension. 
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Figura P2.62 



12 in. 


2.60 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la 
figura. Si la tensi6n maxima permisible en cada cable es dc^OO N, deter- 
mine a) la magnitud de la fuerza P maxima que puede aplicarse en C 3 b) el 
valor coTTCSpondiente de a. 



Figura P2.60 y P2.61 


2.61 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la 
figura. Si la tcnsi6n maxima permisible en el cable AC es de 1 400 N y cn cl 
cable BC es de 700 N, determine a) la magnitud de la fuerza P md^ima que 
puede aplicarse en C, h) el valor correspondiente de 

2.62 Si las porciones AC y BC del cable ACB deben ser igualcs, de- 
termine la longitud minima que debe tener el cable para soportar la carga 
mostrada si la tension en este no debe ser mayor a 870 N. 

2.63 Para la estruetura y la carga del problema 2.43, determine a) el 
valor de a para el que la ten si 6n cn el cable BC es minima, b) el valor co- 
rrespondiente de la tensidm 

2.64 El collann A puede deslizarse sin friccion en una barra vertical 
y esta conectado a un resorte como indica la figura. La constante del resorte 
es de 4 Ib/in. y dste no se cncuentra estirado cuando h — 12 in. Sj el sistema 
esta en equilibrio cuando h = 16 in., determine el peso del collann. 

2.65 El collann A de 9 lb puede deslizarse sin friccion en una barra 
vertical y esti conectado a un resorte como indica la figura. El resorte no 
estd estirado cuando h — 12 in. Si la constante del resorte es de 3 lb/in., de- 
termine el valor de h para el cual el sistema estfi en equilibrio. 

2.66 El aguilon AB esta soportado por el cable BC y una bisagra co- 
locada cn A. Si cl aguilon ejerce sobre el pun to B una fuerza dirigida a lo 
largo de si mis mo y la tension en la cuerda BD es de 310 N, determine a) cl 
valor de ot para el que la tension en el cable BC es minima, h) el valor co- 
rrespondiente de la tension. 



Figura P2.64 y P2.65 


Figura P2.66 


2.67 La fuerza P se aplica a ana pequena rueda que gira sob re el ca- 
ble ACB < Si la tension en ambas partes del cable es de 140 lb, determine la 
magnitud y la direccibn de P. 

2.68 Una caja de madera de 280 kg estd sostenida por varios arreglos 
de poleas y cuerdas, segun indica la figura. Determine la tension en la cuerda 
para cada arreglo. (Sugerenci/i: La tension es la rnisma en ambos lados de 
una cuerda que pasa por ana polea simple. Esto puede comprobarse apli- 
cando los mbtodos del capftulo 4.) 



a) b) c) d) e) 


Figura P2.68 


2.1 2. Componerrtes nectangu lares de una 
fuerza en el espacio 



Figura P2.67 


2.69 Resuelva los incisos b) y d) del problem a 2.68 suponiendo que el 
ext re mo libre de la cuerda esta uni do a la caja de madera. 

2.70 Una carga Q se aplica a la polea C, la cual puede rodar sobre el 
cable ACB. La polea se sostiene en la posicion mostradacn la figura median te 
un segundo cable CAD que pasa por la polea A y sostiene una carga P, Si P = 
800 N, determine a) la tensi6n en el cable ACB, b) la magnitud de la carga Q. 

2. 71 U na carga Q de 2 000 N se aplica a la polea C , la cual puede rodar 
sobre el cable ACB. La polea se sostiene en la posicion mostrada en la figura 
mediante un segundo cable CAD que pasa por la polea A y sostiene una carga 
P. Determine a) la tension en el cable ACB, b) la magnitud de la carga P< 

2.72 Se aplican tres fuerzas a una mbnsula. Las direcciones de las dos 
fuerzas de 30 lb puede n variar, pero el dngulo entre ellas siempre es de 50°. 
Determine el rango de valores de a para el que la magnitud de la resultante 
de las fuerzas aplicadas a la mbnsula es menor a 120 lb. 



Figura P2.70 y P2.71 



Figura P2.72 


FUERZAS EN EL ESPACIO 

2.12. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO 

Los problemas consider ados en la prim era parte de este capftulo in- 
volucraron unicamente dos dimenslones y pudieron formularse y re- 
solverse en un solo piano. En esta seccion y en las secdones siguientes 
del capftulo se analizaran problemas que comprenden las tres dimen- 
siones del espacio. 

Considere una fuerza F que actua en el origen O del sistema de 
coordenadas rectangulares x , y , z. Para definir la direction de F, se 
traza el piano vertical OB AC que coutiene a F y que se muestra en la 
figura 2.30 a. Este piano pasa a travbs del eje vertical y\ su orientaci6n 
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y 



b) 



Figura 2.30 



Figura 2.31 


est4 definida por el Angulo <f> que forma con el piano xy, mientras que 
la direccibn de F dentro del piano est& definida por el dngulo 8 y que 
forma F con el cje y. La fuerza F puede descomponersc on una com- 
ponente vertical F y y una componente horizontal F/>; esta operatidn, 
mostrada en la figura 2.30 b, se realiza en el piano OB AC de acuerdo 
con las reglas desarrolladas en la primcra parte del capftulo. Las com- 
ponentes escalares correspondientes son 

F y — F cos 8 y Fh = F sen 8 y (2.16) 

La F/> puede separarse en sus dos componcntos rectangulares y F z a 
lo largo de los ejes x yz y respectivamente. Esta operacidn, mostrada en 
la figura 2.30c, se realiza en cl piano xz. De esta manera se obtienen las 
expresiones siguientes para las componentes escalarcs correspondientes: 

F x = F h cos d> = F sen 8„ cos d> 

^ /O 17\ 

F z = Fh sen cf> = F sen 8 y sen <j> \ ) 

La fuerza F se ha descompuesto en tres componentes vectoriales rec- 
tangulares F x , F y y F z , dirigidas a lo largo de los tres ejes coor den ados. 

Si se aplica cl teorema de Pitagoras a los tri£ngulos OAB y OCD 
de la figura 2.30, se escribe 

F 2 = ( OA f = (OB ) 2 + (BA) 2 = F 2 + F,? 

F% = ( OCf = (ODf + ( DCf = Ft + Ft 
Si se eliminan F\ de estas dos ecuaciones y se resuelve para F se ob- 
tiene la siguiente relacidn entre la magnitud de F y sus componentes 
rectangulares escalares: 

F = VFf + Fy + Ft (2.18) 

I. a re lad on que existe entre la fuerza F y sus tres componentes F r> 
F y F 2 se presenta mas facil si se traza “una caja” que tiene por aris- 
tas F x> F y y F z , como se muestra en la figura 2.3L La. fuerza F esta 
representada por la diagonal OA dc esta caja. La figura 2.31B muestra 
el tri£ngulo rectangulo OAB empleado para deducir la primera de las 
formulas (2.16): F y = F cos By. En las figuras 2.31c v c se han trazado 
otros dos triAngulos rectangulos; el OAD y OAE. Estos ocupan posi- 
ciones semejantes a la del tridngulo OAB. Si representamos por 8 X v 8 Z 
los angulos que forma F con los ejes xy z, respectivamente, se pueden 
escribir dos formulas semejantes a F y = F cos 8 y . Entonces se escribe 

F x == F cos Fy F cos & y F z - F cos 8 Z (2.19) 

I /os tres angulos 8 X , 8 {J y 8 Z definen la direction de la fuerza F; y son 
m£s usados que los angulos 8 y y introduddos al comienzo de esta 
section. Los cosenos de 8 X , B y y 8 Z se conocen como los cosenos di - 
rectores de la fuerza F. 

Con cl uso de los vectores unitarios i 3 j y k, dirigidos a lo largo de 
los ejes x, y y z, respectivamente (figura 2,32), se puede expresar F en 
la forma 

F = Fjj + Fjj + Fik (2.20) 

donde las componentes escalares F r , F y y F z est£n definidas por las rela- 
ciones (2.19). 

Ejemplo 1. Una fuerza de 500 N forma Angulos de 60°, 45° y 120° con 
los ejes x y y y z, respectivamente. Encuentre las componentes F r , F y y F z de 
la fuerza. 


Sustituyendo F = 500 N, B x = 60°, 6 y = 45° y 8 Z — 120 ° en las f6rmu- 
las (2.19), se escribe 

F x = (500 N) cos 60° = +250 N 
F tJ = (500 N) cos 45° = +3,54 N 
F z - (500 N) cos 120° = -250 N 

Usando en la ecuati6n (2.20) los valores obtenidos para las componentes es- 
calares de F, se tiene 

F = (250 N)i + (354 N)j - (250 N)k 

Como en el caso de los problemas en dos dimensiones, el signo positivo in- 
dica que la componente dene el mismo sentido que el eje correspond] ente 
y el signo negative tiene el sentido opuesto. 

El angulo que una fuerza F forma con un eje debe medirse dcsde 
el lado positivo del eje y estara siempre comprendido entre 0 y 180°. 
Un angulo 8 X menor que 90° (agudo) indica que F (que se suponc uni- 
da al origen) est£ del mismo lado del piano yz que el eje x positivo, y 
cos B x y F x serdn positives. Un angulo 8 X mayor que 90° (obtuso) inch- 
cara que F esta al otro lado del piano yz\ entonces, cos 0 X y F x seran 
negativos. En el ejempio 1 los angulos 8 X y 8 tJ son agudos, mientras que 
0 Z es obtuso- en consecuencia, F x y F y son positivos, mientras que F z es 
negativo. 

Si se sustituye en la ecuacion (2.20) las expresiortes obtenidas para 
F*, F y y F z en (2.19), se escribe 

F = F(cos 0*1 + cos 8 t J + cos 0Jc) (2.21) 

que muestra que la fuerza F puede expresarse como el producto del 
escalar F y del vector 

X = cos 8 X i + cos dyj + cos 0 z k (2.22) 

El vector X es evidentemente un vector de magnitud 1 y de la misma 
direcci6n que F (figura 2.33). El vector unitario X se refiere al largo 
de la linea de accion de F. De (2.22) se deduce que las componentes 
del vector unitario X son, respectivamente, iguales a los cosenos di- 
recto res de la Ifnea de accirin de F: 

A x = cos B x X tJ = cos 6 y k z — cos 0 Z (2.23) 

Se debe observar que los valores de los tres angulos 8 Xi 8 y y 8 Z no 
son independientes. Expresando que la suma de los cuadrados de las 
componentes de X es igual al cuadrado de su magnitud, se escribe 

X^ + X^ + X 2 = 1 

o sustituyendo para X*, \ tJ y X z de (2.23), 

cos 2 + cos 2 8 y -b cos 2 8 Z — 1 (2.24) 

En el ejempio 1 se muestra que una vez que se han seleccionado los 
valores 8 X = 60° y 8 y — 45° el valor de 6 % debe ser igual a 60 o 120° 
para satisfacer la identidad (2.24). 

Cuando las componentes F x , F y y F z de una fuerza F estan dadas, 
la magnitud F de la fuerza se obtiene de (2.18). Entonces las relaciones 
(2.19) pueden resolverse para los cosenos directores, 

F F F 

cos 6 X = -jr cos 6y = ~ cos d z = -y (2.25) 

y obtener los angulos 8 X . 0 y y 8 Z que caxacterizan a la dirccri6n de F. 


2.1 2. Componentes rectangu lares de una 
fuerza en el espacio 



z 

b) 

y 



z 


Figura 2.32 

y 



z 


Figura 2.33 
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Ejempio 2. Una fuerza F tiene las componentes F x = 20 lb, F y = —30 
lb y F a = 60 lb. Determine la magnitud de F y los Angulos B x , B y y B z que 
forma con los ejes eoordenados. 

A parti r de la f6rmula (2.18) se obtiene* 

F = Vf* + F* + T\ 

= V(2o7b) T + (-30 lb) 2 + (60 lb) 2 
= VA 900 lb = 70 lb 


Si se sustituyen los valores de las componentes y la magnitud de F en las 
ecuaciones (2.25), se escribe 


cos 9 X 


F 


20 lb 
70lb 


COS By 


ia. 

F 


-30 lb 
701b 


cos 0 Z — 


E* 

F 


601b 
70 lb 


Calculando sucesivamente cad a cociente y su arco coseno, se ob tiene 
6 X = 73.4* 8 y = 115.4* B z = 31.0* 

Estos cdlculos pueden realizarse fticilmente con una calculadora. 


2 . 13 . FUERZA DEFINIDA EN TERMINOS DE SU MAGNITUD 
Y DOS PUNTOS SOBRE SU LINEA DE ACCION 

En much as apbcaciones la direcci6n de una fuerza F esti definida por 
las coordenadas de dos puntos y^z^) y N(x^ y& z 2 ), lo calizadas 
sobre su linea de accidn (figura 2.34). Considere el vector MN que une 



a M y N y tiene el mismo sentido que F. Si se representan sus com- 
ponentes escalares por d*, d y y d z% respectivamente, se escribe 

MN = ck i + d y j + d z V (2.26) 

El vector unitario X a lo largo de la lfnea de acci6n de F (es d ecir a lo 
largo de la linea MN) puede obtenerse al dividir el vector MN entre su 
magnitud MN, Se susbtuye para MN de (2.26) y se observa que MN 
es igual a la distancia d de M a N. se escribe 

MA? 1 

X = ~\fN = ~d^ + ^ + ^ ( 2 - 27 ) 


f Con una calculadora programada para convertir coordenadas rectangulares en coorde- 
nadas polarcs, sc ver& que el siguiente procedimiento resulta mas expedite) para calcular 
F: primero se detennina F j, a partir de sus componentes rectangulares F x y F x (figura 2.30c), 
despu^S se determina F a partir de sus componentes rectangulares Fj, y F y (figura 2,306). 
El orden en que se introduzcan las tres componentes F Xi F y y F z results mtrascendente. 
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Es importante recordar que F es igual al producto de F y k, por lo que 
se tiene 


£.14. Adicion de fuerzas concurrentes 
en el espacio 


F = F\ = ~j(dj + dyj + dji) 


(2.28) 


de la cual se sigue que las componentes de F son, respectivamente, 



F 

* d 


Fd, 

d 


(2.29) 


Las relaciones (2.29) simplifican en forma considerable 1a deter- 
minaddn de las componentes de las fuerzas F de magnitud F cuarxdo 
la lfnea de aecidn de F estA definida por dos puntos M y N. Restando 
las coordenadas d e M de las de N se determinan primero las compo- 
nentes del vector MN y la distancia d de M a N: 


d x -x 2 -x 1 dy = y 2 -yi d z =z 2 -z ] 
d — \/ d z 4- + d z 


Sustituyendo los valores para F y para d x , d y , d z y d en las relaciones 
(2.29), se obtienen las componentes F x , F y y F z de la fiierza. 

Los Angulos 6 xy 6 y y 0 Z que forman F con los ejes coordenados 
pueden obtenerse de las ecuadones (2.25). Comparando las ecuaciones 
(2.22) y (2,27) tambten se puede escribir 



cos 6 y 




(2.30) 


y determinar los angul os d x > 0 tJ y 0 Z directamente de las componentes y 
la magnitud del vector MA/. 


2.14. ADIClbN DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO 


La resultante R de dos o mas fuerzas en el espacio se calcula sumando 
sus componentes rectangulares. Los m£todos gr&ficos o trigonometric 
cos no son muy pr£cticos en el caso de fuerzas en el espado. 

El metodo seguido aqui es semejante al empleado en la seccidn 
2.8 con fuerzas coplanares. Se establece que 

R = SF 


se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares y se es- 
cribe 


RJ. + + R*k = 2(F X i + FJ + F z k) 

= (2F x )i + (2F y )j + (SFjk 

de la cual se desprende que 

R* — 2F r By=^ Ji* = 2F z (2.31) 


La magnitud de la resultante y los Angulos 0 X , 0 y y 0 Z que £sta forma 
con el eje de coordenadas se obtienen por el m6todo de la seccion 2. 12. 
Se escribe 


R - VH* + Ri + H* 

r_ • • z. • 

. . . By „ a. 

cos & r = — cos 6 V — — cos 9, ~ 


R 


R 


R 


(2.32) 

(2.33) 



It! 




PROBLEMA RESUELTO 2.7 


El alambre de una tone esta andado en A por medio de un pemo. La ten- 
si6n en el alambre es de 2 500 N. Determine a) las componentes F x , F y y F, 
de la fuerza que actua sobre el pemo y b) los angulos 8 X7 6 y y 0 Z que definen 
la direcci6n de la fuerza. 


/*- 40 m 


SOLUCION 


a) Componentes de la fuerza* La Ifnea de acci6n de la. fuerza que 
actlia sobre el pemo pasa por A y B y la fuerza esta dirigida de A hada B. Las 
componentes del vector AB 7 que tienen la misma direccidn que la fuerza, son 


La distancia total de A a B es 

AB = d= Wdl + 4 + dl = 94.3 m 

A1 representar por i> j y k los vector es unitarios a lo largo de los ejes coor- 
denados, se tiene 

AB = —(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k 
Introduciendo el vector unitario A. = AB/AB, se escribe 




AB 2 SOON 


Si se sustituye la expresidn encontrada para AB, se obtiene 

F = 7-777— [—(40 m)i 4- (80 m)j + (30 m)k] 
94.3 m 

F = -(1 060 N)i + (2 120 N)j 4- (795 N)k 
Por consiguientc, las componentes de F son 




1 060 N 


- +2 120 N F- = +795 X 


b ) Direccidn de la fuerza* 


Con las ecuaciones (2.25), se escribe 


1 060 N 


F^_ _ +2 120 N 
F ” 2 500 N 


F 2 500 N 


+795 N 


F 2 500 N 


Si sc calcula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene 


(Nota: El resultado tambi£njpudo haberse determinado con las componentes 
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.) 


SB 


■l iSf._>rSy 


mm 


mm 

•till 








8 ft 


lift 
16 ft 


PROBLEMA RESUELTO 2.8 

Una seccidn de una pared de concreto precolado se sostiene tcmporalmente 
por los cables mostrados. Se sabe que La tension es de 840 Lb en el cable AB 
y 1 200 lb en el cable AC, determine la magnitud y la direction de La resul- 
tante de las fucrzas ejercidas por los cables AB y AC sobre 1a estaca A. 


P SrT'iA*' 1, 


SOLUCiON 

Componentes de las fucrzas. La fuerza ejercida por cada cable so- 
bre la estaca A se descompondra en sus componentes x y y y z. Primero 
se determinar&n Las componentes y la magnitud de los vectores AB y AC, 
midtendolos desde A liacia la secci6n de la pared. Si se represents por i, j y 
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor den ados, se escribe 

AB = -(16 ft)i + (8 ft)j 4- (11 ft)k AB = 21 ft 

AC = -(16 ft)i + (8 ft)j - (16 ft)k AC = 24 ft 

Al representar por al vector unitario a lo largo de la lfnea AB, se tiene 


- T AS k A s — T a 


AB 840 Lb 


AB 


21 ft 


AB 



Al sustituir la expresidn encontrada para AB, se obtiene 
g 4 0lb 

T AB = ^[-(16 ft)i 4- (8 ft)j + (11 ft)k] 

T ab = “(640 lb)i + (320 lb)j 4- (440 lb)k 

^ ^ Si se representa con \ A c al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en 
forma semejante 


— TacAac — T / 


AC 1 200 lb 


AC 


AC 


AC 24 ft 

T aC = -(800 lb)i 4- (400 lb)j - (800 lb)k 

Resultants de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas 
por los dos cables es 

R = Tab + T aC = -(1 440 lb)i 4- (720 lb)j - (360 lb)k 
La magnitud y direcd6n de la resultante se determinan por: 


R = Vfl? + Ry + R* = V(-l 440 ) 2 + (720 f + (-360) 2 

R = 1 650 lb 

De las ecuaciones (2.33) se obtiene 


. _ fl* _ -14401b 
C0S 1 R 16501b 


cos 6. 


= = +720 lb 


R 


1 650 lb 


H, -360 lb 

e ' * T " l650ib 

Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene 

0 X = 150.8° 9,j = 64.1° (L = 102.6° < 
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En esta lection se vio que la sfuerzas en el espacio pueden ser definidas por su mag- 
riitud y su direction o por las tres componentes rectangulares F x , F y y F z . 

A, Cuando una fuerza se define por su magnitud tj m direccion , sus com- 
ponentes rectangulares F x , F y y F z se pueden determinar de la siguiente manera; 

Casa I. Si la direction de la fuerza F esta definida por los dngulos 6 y y <f> mostra- 
dos en la figura 2.30, las proyecciones de F a traves de estos Angulos o sus com- 
plemcntos proportion aran las componentes de F [ecuaciones (2.17)]. Obs^rvese 
que las componentes x y z de F se obtienen proyectando primero a F sobre el piano 
horizontal; entonces, la proyeccion F h obtenida de esta forma se descompone en 
las componentes F x y F z (figura 2.30c). 

Cuando se resuelven problemas de este tipo, se recomienda dibujar primero la 
fuerza F y despues su proyeccion F h y sus componentes F x , F y y F z antes de ini- 
tial la parte matematica de la solution. 

Casa 2 . Si la direction de la fuerza F esta definida por los angulos 0 X , 0 y y 0 Z que 
F forma con los ejes coordenados, cad a componente se puede obtener multiplicando 
la magnitud F de la fuerza por el coseno del angulo que le corresponde [ejemplo 1]: 

F x ~ F cos 0 X F u = F cos d u F z = F cos d z 


Caso 3. Si la direccion de la fuerza F est4 definida por dos puntos M y N u bica- 
dos a lo largo de su linea de accidn (figura 2.34), primero se expresa al vector MN 
dibujado desde M hasta N, en terminos de sus componentes d x , d y y d z y de los 
vectores unitarios i, j y k: 

MN = d x i + + d z k 

Despues se deter mina el vector unitario X a lo largo de la linea de action de F di- 
vidiendo al vector MN entre su magnitud MN , Si se multiplica a X. por la magni- 
tud de F, se obtiene la expresion deseada para F en terminos de sus componentes 
rectangulares [problema resuelto 2.7]: 


Cuando se determinan las componentes rectangulares de una fuerza, es conveniente 
emplear un sistema de notaci6n consistente y con significado. El mtiodo utilizado 
en este texto se ilustra en el problema resuelto 2.8 donde, por ejemplo, la fuerza 
T a b actua desde la estaca A hacia el punto B. Observese que los subindices han 
sido ordenados para eointidir con la direction de la fuerza. Se recomienda adoptar 
la misma notaci6n ya que le ayudar£ a identificar al punto 1 (el primer subindice) 
y al punto 2 (el segundo subindice). 


RESOL UCION DE PROB LEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 





Cuando el vector que define ia linea de accidn de una fuerza se forma, puede pen- 
sarse en sus componentes escalares como el ntimero de pasos que debe efectuar, 
en cada direcddn coordenada, para ir desde el pirnto 1 hasta el punto 2. Es esen- 
cial que siempre se recuerde asignarle el signo correcto a cada una de las compo- 
nentes. 

B, Cuando una fuerza estd definida por sus componentes rectangulares F x . 
F tJ y F y se puede obtencr su magnitud F asi 

F = VfJ + F 2 y + F 2 z 

Los cosenos directores de la lfnea de accion de F se pueden dcterminar dividiendo 
las componentes de Ia fuerza entre F\ 

4 F* n Fy a F z 

cos 6 X = — cos cos 0 = — 

F y F F 

A partir de los cosenos directores se pueden obtener los angulos 6 Xi 6 y y 0 Z que F 
forma con los ejes coordenados [ejemplo 2]. 

C. Para determinar la resultante R de dos o mas fuerzax en el espacio tridi- 
mensional, primero se determinan las componentes rectangulares de cada una de 
las fuerzas utilizando alguno de los procedimicntos que se acaban de describir. Con 
la suma de esas componentes se obtendran las componentes R ri Ry y R z de la re- 
sultante. Entonces, la magnitud y la direccion de la resultante se puede obtener 
como se sefial6 en los incisos anteriores para el caso de una fuerza F [problema re- 
suelto 2.8]. 




Problemas 



Figura P2.73 y P2J4 


2.73 Para estabilizar un Arbol arrancado parcialmente durante una 
tormenta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y des- 
puAs se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tensi6n en el cable 
AB es de 950 lb, determine a) las componentes de la fuerza ejercida por es- 
te cable sobre el Arbol, b) los Angulos 0 X , B y y 6 z que forma la fuerza en A 
con los ejes paralelos a los ejes coordenados. 

2.74 Para estabilizar un Arbol arrancado parcialmente durante una tor- 
menta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y despuds 
se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tension en el cable AC 
es de 810 lb, determine a) las componentes de la fuerza ejercida por este ca- 
ble sobre el Arbol, b) los Angulos 0*, 0 y y 0 z que forma la fuerza en A con los 
ejes paralelos a los ejes coordenados. 



Figura P2.75 y P2.76 


2.75 Determine a) las componentes x, xj y z de la fuerza de 900 N, 
b) los Angulos 0 X , By y B z que forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.76 Determine a) las componentes x, ij y z de la fuerza de 1 900 N, 
b) los Angulos 6 X B y y 6 Z que forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.77 Una pis tola se apunta hacia un pun to A ubicado 20° al oeste del 
norte. Si el canon de la pis tola forma un Angulo de 35° con la horizontal y la 
maxima fuerza del culatazo al disparar es de 180 lb, determine a) las com- 
ponentes x,y y z de dicha fuerza, b) los valores de los Angulos 0*, B tJ y B % que 
definen la direccidn de la fuerza del culatazo. (Suponga que x. y y z se cUri- 
gen respectivamente al este, hacia arriba y hacia el sun) 



Figura P2.79 y P2.80 


x 


2.78 Resuelva el problema 2.77 suponiendo que el punto A se locali- 
za 25° al norte del oeste y que el candn de la pistola forma un Angulo de 30° 
con la horizontal. 

2.79 El Angulo entre el resorte AB y el poste DA es de 30^. Si la ten- 
sion en el resorte es de 220 N, determine a) las componentes x, y y z de la 
fuerza ejercida por este resorte sobre la placa, b) los Angulos B Xi 6 y y B z que 
forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.80 El angulo entre el resorte AC y el poste DA es de 30°. Si la corn- 
pone nte x de la fuerza ejercida por el resorte AC sobre la placa es de 180 N> 
determine a) la tension en el resorte AC, b) los Angulos 0 r , 0 y y B z que forma 
la fuerza ejercida en C con los ejes coordenados. 

2.81 Determine la magnitud y la direccirtn de la fuerza F = (65 N)i — 
(80 N)j - (200 N)k. 

2.82 Determine la magnitud y la direccidn de la fuerza F = (450 N)i + 
(600 N)j - (1 800 N)k. 
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2.83 Una fuerza actiia en el origen de un sistema ccx>rden<ado en la di- Problemas 

reccidn definida per los Angulos 0 X = 43.2° y 0 Z = 83. H 3 . Si la componente y 

de la fuerza es de -50 lb, determine a) el dnguJo 6 y , b) las componentes 
restantes y la magnitud de la fuerza. 

2.84 Una fuerza actua en el origen de un sistema coordenado en la di- 
reccirin definida por los angulos B x = 113.2° y 0 y = 78.4°. Si la componente 
2 de la Fuerza es de -35 lb, determine a) el Angulo S T , b) las componentes 
restantes y la magnitud de la fuerza. 


2.85 Una fuerza F con magnitud de 250 N actua en el origen de un 
sistema coordenado. Si F x = 80 N, 6 y = 72.4° v F z > 0, determine a) las 
componentes F tJ y F z , b) los angulos 8 X y 0 Z . 

2.86 Una fuerza F con magnitud de 320 N actua en el origen de un 
sistema coordenado. Si B x = 104.5°, F z = -120 N y F tJ < 0, determine a) las 
componentes F x y F y , b) los angulos S y y 

2.87 Una barra de acero se dobla para fonnar un anillo semicircular 
con 36 in. de radio que est& sostenido parcialmente por los cables BD y BE, 
los cuales se unen al anillo en el punto B . Si la tensi6n en el cable BD es de 
55 lb, determine las componentes de la fuerza ejercida por el cable sob re el 
soporte colocado en D. 


2.88 Una barra de acero se dobla para formar un anillo semicircular 
con 36 in. de radio que esti sostenido parcialmente por los cables BD y BE, 
los cuales se unen al anillo en el punto B. Si la tension en el cable BE es de 
60 lb, determine las componentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el 
soporte colocado en E. 



2. $9 Una torre de transmission se sostiene por medio de tres alambres 
anclados con pemos en B,C y D. Si la tension en el alambre AB es de 2 100 
N, determine las componentes de la fuerza ejercida por el alambre sobre el 
pemo colocado en B. 

2.90 Una torre de transmision se sostiene mediante tres alambres que 
estan anclados con pemos en B, C y D. Si la tension en el alambre AD es de 
1 260 N, determine las componentes de la fuerza ejercida por este alambre 
sobre el pemo colocado en D. 



Flgura P2.89 y P2.90 
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2.91 Dos cables BG y BH e$t4n unidos a) marco ACD como se mues- 
tra en la figura. Si la tensibn en el cable BG es de 450 N,. determine las 
componentes de la fuerza ejerclda por el cable BG sob re el marco en el 
punto B. 

2.92 Dos cables BG y BH estan unidos al marco ACD como indica la 
figura. Si la tensi6n en el cable BH es de 600 N, determine las componentes 
de la fuerza ejercida por el cable BH sobre el marco en el punto B. 



2.93 Determine la magnitud y la direccibn de la resultante de las dos 
fnerzas mostradas en la figura, si P — 4 kips y Q = 8 lops. 

2.94 Determine la magnitud y la direccibn de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si P = 6 kips y Q — 7 kips. 



2.95 El aguildn OA soporta una carga P y estii sosteniclo por dos ca- 
bles, segun muestra la figura. Si en el cable AB la tensi6n cs de 510 N y en 
el cable AC es de 765 N, determine la magnitud y la direccidn de la resul- 
tante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables. 

2.96 Supouga que en el problema 2.95 la tension es de 765 N en el 
cable AB y de 510 N en el cable AC, y determine la magnitud y la direcclbn 
de la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables. 

2.97 Para el iirbol del problema 2.73, si la tensidn en el cable AB es 
de 760 lb v la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables AB v AC 
yace en el piano yz, determine a) la tension en el cable AC, b) la magnitud 
y la di_recci6n de la resultante de las dos fuerzas. 

2.98 Para el drbol del problema 2.73, si la tensi6n en el cable AC es 
de 980 lb v la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables AB y AC 
yace en el piano yz „ determine a) la tension en el cable AS, b) la magnitud 
y la direccidn de la resultante de las dos fuerzas. 

2.99 Para el aguildn del problema 2.95, si a = 0°, la tension en el ca- 
ble AB es de 600 N, y la resultante de la carga P y las fuerzas ejercidas en 
A por los dos cables se dirige a lo largo de OA, determine a) la tension en 
el cable AC, b) la magnitud de 1a carga P. 


2.1 5. Equilibria de una particula en el espacio 57 



2.100 Para la torre de transmisidn del problema 2.89, determine las 
tensiones en los cables AB y AD si la tension en el cable AC es de 1 770 N 
y la resultante de las fuerzas ejercidas por los tres cables en A debe ser ver- 
tical. 


2,15. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO 

De acuerdo con la definicitin dada en la secridn 2.9, una particula A 
estd en equibbrio si la resultante de todas las fuerzas que actuan sobre 
A es cero. Las componentes R*, R^ y R s de la resultante est£n dadas 
por las relaciones (2.31); al expresar que las componentes de la resul- 
tante son cero, se escribe 

2F X - 0 == 0 £F Z - 0 (2.34) 

Las ecuaciones (2.34) represen tan las condiciones necesarias y sufi- 
cientes para lograr el equilibrio de una partLcula en el espacio. Estas 
ecuaciones pueden usarse para resolver problemas que tratan con el 
equilibrio de una particula y en los que intervienen no m&s de tres in- 
cdgnitas. 

Para resolver tales problemas, se traza un diagrama de cuerpo li- 
bre donde se muestre a la particula en equilibrio y todas las fuerzas 
que actuan sobre ella. Deben escribirse las ecuaciones de equilibrio 
(2.34) y despejar las tres incdgnitas. En los tipos de problemas m£s co- 
munes, esas incognitas representan 1) las tres componentes de una sola 
fuerza o 2) la magnitud de tres fuerzas, cada una con direccidn cono- 
ci'da. 



Fotograffa 2.3 Como Ja tens \6n presente en los 
cuatro cables que sostienen al oontenedor de 
carga no se puede encontrar mediante las tres 
ecuaciones (2.34), es posible obtener una 
relacidn entre las tensiones considerando el 
equilibrio del gancho. 
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PROBLEMA RESUELTO 2.9 


Un cilindro de 200 kg se sostiene por medio de dos cables AB y AC que se 
amarran en la parte m£s alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P 
perpendicular a la pared lo sostiene en la posicidn mostrada. Determine la 
magnitud de P y la tensi6n en cada cable. 


2 m 




A 


10 m 


8 m 


l 


2 m 


12 m 


SOLUCION 


Diagrama de cuerpo libre, Se escoge el punto A como cuerpo li- 
bre, este punto est£ sujeto a cuatro fuerzas, tres de las cuales son de magni- 
tud desconocida. 

Con la introduccidn de los vectores unitarios i, j y k, se descompone 
cada iuerza en sus componentes rectangulares. 

p = ?i 

W = -mgj = -(200 kg)(9.81 m/s a )j = -(1 962 N)j 

En el caso de T A5 y T AC , es neces ar io d c tcrminar primero las componentes 
y las magnitudes de los vectores AB y AC. Representando con \ AB el vector 
unitario a lo largo de AB, se escribe 

AB = -(1.2 m)i + (10 m)j + (8 m)k AB = 12.862 m 
TF 

= — 0.09330i + 0.7775j + 0.6220k 


k A B ‘ 


( 2 ) 


12.862 m 

T ab - Tab\ab = -0.09330T AB i + 0.7775T XB j + 0.6220T AB k 

Al representar con X A c el vector unitario a lo largo dc AC, se escribe en 
forma semejante 

AC = -(1.2 m)i + (10 m)j - (10 m)k AC = 14.193 m 

AC 


Xxr? — ■ 


= — 0.08455i + 0.7046j - 0.7046k 


14.193 m 

Tag = T ac \ ac - -0.08455Taci + 0.7046T AC j - 0.7046T AC k 
Condition dc cquilibrio. Puesto que A est£ en equilibrio se debe tener 
2F - 0: Tab + Tac + P + W = 0 

o con la sustitucion de (1), (2) y (3) para las fuerzas y factorizando i, j y k, 

(-0.09330Tab - 0.08455T ac + P)i 

+ (0.7775T ab + 0.7046r AC : - 1 962 N)j 

+ (0.6220T AB ~ 0.7046T AC )k = 0 

Al hacer los coeficientes de i, j y k iguales a cero, se escriben las tres ecua- 
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x, tj y z de las 
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero. 

1F X = 0: -0.09330r AB - 0.08455r AC + P = 0 

2F y = 0: +0.7775T A e + 0.7046T aC - 1 962 N = 0 

2F Z = 0: +0.6220 T aB “ 0.7046T AC = 0 

Con la solucibn de estas ecuaciones se obtiene 


P = 235 N T A b = 1 402 N J AC = 1 238 N < 





Anteriormente se vio que cuando una partfcula estd en equilibria t la resultante de las fuerzas 
que actuan sobre la misma debe ser igual a cero. En el caso del equilibrio de nna partfcula 
en el espacio tridimensional \ expresar este hecho propordonard tres relaciones entre las 
fuerzas que acttian sobre la partfcula. Estas relaciones se pueden utilizar para determinar 
tres incognitas, que usualmente son las magnitudes de tres fuerzas. 
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La solution constard de los siguientes pasos: 


L Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la particular Este diagrama muestra la 
partfcula y a todas las fuerzas que actuan sobre la misma. En el diagrama se deben indicar 
tanto las magnitudes de las fuerzas conocidas, como cualquier Angulo o dimensi6n que de- 
fina la direcciOn de una fuerza. Cualquier magnitud o dngulo desconocido debe ser deno- 
tado por un sfmbolo apropiado. En el diagrama de cuerpo libre no se debe incluir infor- 
macidn adicional. 


2* Deseomponer cada una de las fuerzas en ms vomponentes rectangulares. Con el 
mdtodo utilizado en la section anterior, para cada fuerza F se determina el vector unitario 
A, que define la direction de dicha fuerza y F se expresa como el producto de su magnitud 
F y el vector unitario A. Asf se obtiene una expresiOn con la siguiente forma 


donde d, d x , d„ y d z son dimensiones obtenidas a partir del diagrama de cuerpo libre de la 
partfcula. TambiOn mostramos la direction de F, que puede deiinirse en tOrminos de los an- 
gulos Q y y <f>< Si se conoce tanto la magnitud como la direccion de una fuerza, entonces F 
es conocida y la expresiOn obtenida para F estd totalmente definida; de otra forma, F es una 
de las tres incognitas a determinar. 


3* Haver igual a cero a la resultante o suma de las fuerzas que actuan sobre la 
particular Se obtendrd una ecuacidn vectorial que consta de tOrminos que contienen los 
vectores unitarios i, j o k. Los tOrminos que contienen el mismo vector unitario se agru- 
pardn y dicho vector se factorizard. Para que la ecuacidn vectorial sea correcta, se deben 
igualar a cero los coeficientes de cada uno de los vectores unitarios. Esto propordonard tres 
ecuaciones escalares que se pueden resolver para un maximo de tres inc6gnitas [problema 
resuelto 2.9]. 
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Figura P2.101 y P2.102 


Problemas 


2.101 Un contenedor se sostiene por medio de tres cables que estan 
unidos al techo como se muestra en la figura. Determine el peso W del con - 
tenedor si la tensi6n en el cable AB es de 6 kN. 

2.102 Un conte nedor se sostiene por medio de tres cables que estAn 
unidos al techo como se muestra en la figura, Determine el peso W del con* 
tenedor si la tension en el cable AD es de 4.3 kN. 


y 



Figura P2.103yP2.f04 



Figura P2.107 y P2.108 
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2.103 Tres cables son us ados para amarrar el gloho que se muestra en 
la figura. Si la tensidn en el cable AB es de 259 N, determine la fuerza ver- 
tical P que ejerce el globo en A „ 

2. 104 Tres cables son us ados para amarrar el globo que se muestra en 
la figura. Si la tensidn en el cable AC es de 444 N, determine la fuerza ver- 
tical P que ejerce el globo en A. 

2.105 El inontaje de apoyo que se muestra en la figura estA atomi* 
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hatia abajo. 
Si las fuerzas presentes en los elementos AB , AC y AD estAn dirigidas a lo 
largo de los elementos re speed vos, y la fuerza en el elemento AB es de 29.2 
lb, determine la magnitud de P. 


y 



2.106 El montaje de apoyo que se muestra en la figura estA atomi- 
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hacia abajn. 
Si las fuerzas presentes en los elementos AB, AC y AD estAn dirigidas a ]o 
largo de los elementos respectivos y P — 45 lb, determine las fuerzas pre- 
sentes en los elementos. 

2.107 Una torre de transmisi6n se sostiene por medio de tres alam- 
bres que estAn unidos a una punta colocada en A y se an cl an mediante per- 
nos en B, C y D. Si la tensi6n en el alambre AB es de 3.6 kN, determine la 
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A. 

2.108 Una torre de transmisidn se sostiene por medio de tres alain* 
bres que estan unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per- 
nos en B, C y D. Si la tensidn en el alambre AC es de 2.6 kN, determine la 
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A. 



2.109 Una carga de madera de 320 lb se levanta usando un cabestro Problemas 61 

de tres ramas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo, 
determine la tension en cada ram a del cabestro* 



2.110 Una carga de madera se levanta nsando un cabestro de tres ra- 
in as, Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo y la ten- 
si6n en la rama AD es de 220 lb, determine el peso de la madera. 

2.111 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono esta sostenido por tres cuerdas cuyas lfneas de accion pasan 
a traves del vertice A. Si P = 0 y la tensi6n cn la cuerda BE es de 0.2 Lb, de- 
termine el peso W del cono. 

2.112 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono est& sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de acci 6n pasan 
a trav6s del vertice A. Si el cono pesa 1.6 lb, determine el rango de valones 
de P para los cuales la cuerda CF est£ tensa. 

2.113 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables 
como indica la figura* Si a — 1.50 mm, determine la teusi6n presente en cada 
cable, 



Figura P2.111 y P2.112 


2.114 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables 
como indica la figura. Si a = 200 mm, determine la tension en cada cable. 



2.115 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alam- 
bres que est&n unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per- 
nos cn B, C yD, Si la torre ejerce sobre la punta una fuerza vertical hacia 
arriba de 8 kN, detennine la tensidn pre sente en cada alambre. 



Figura P2.115 
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Flgura P2.117 
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2.116 Un aguildn de grua se sostiene mediante los cables AC y AD. 
Un trabajador levanta un bloque de 20 kg jalando una cuerda que pasa por 
la pole a colocada en A, Si e) aguil6n AB ejerce una fuerza en A que esta di- 
rigida de B hacia A, determine dicha fuerza y la fuerza ejercida en cada uno 
de los dos cables. 



Flgura 


2 . 11 7 Una plana circular horizontal con peso de 62 lb est& suspendida por 
tresalambres que forman Angulos de 30° conrespectoakveriicalyseencuentran 
unidos a un soporte en D. Determine la tensirin presente en cada alambre. 

2.118 Para el cono del problema 2.112, determine el rango de valores 
de P en los cuales la cuerda DG queda tensa cuando P se orienta en la di- 
recd6n — 

2.119 Un hombre de 175 lb utiliza dos cuerdas AB y AC para tratar 
de mo verse sob re una superficie congelada y resbaladiza. Si la fuerza ejer- 
cida sobre el hombre por la superficie congelada es perpendicular a dicha 
superficie, determine la tensidn presente en cada cuerda. 



Flgura P2.119 


2.120 Re suelva el problem a 2 . 1 19 suponiendo que el hombre situado en 
A es ayudado por un amigo, quien jala hacia el con una fuerza P = — (45 lb)k. 

2.121 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
flgura; el cono est4 sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de accidn pasan 
a trav^s del v^rtice A. Si el cono pesa 10.5 N y P = 0, determine la tensibn 
presente en cada cuerda. 

2.122 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono esti sostenido por tres cuerdas cuyas lfneas de accion pasan 
a trav^s del v&tice A. Si el cono pesa 10.5 N v P — 0.5 N, determine la ten- 
si6n en cada cuerda. 

2. 1 23 Los escaiadores situados en A y B han pasado una cuerda ADB a 
trav^s de un anillo unido al paquete en D, pretenden bajar el paquete* con 


Flgura P2.121 y P2.122 
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Figura P2.127 


peso W, al escalador que se encuentra er\C. El escalador en C est& 64 
ft por debajo de A y gula el paquete usando la cuercla CD. Si en el 
mstante mostrado en la figura el paquete est4 en repose y la tension en 
la cuerda CD es de 17 lb, determine la tensibn presente en la cuerda 
ADB y el peso del paquete, ( Sugerencia-. Comklere que la tension es 
la misma en am has porciones de la cuerda ADB.) 

2.1 24 Los escaladores situados en A y B han pasado una cuerda 
ADB a travbs de un anillo unido al paquete en D , pretenden bajar el 
paquete, con peso W, al escalador que se encuentra en C, El escalador 
en C e,$t& 64 ft por debajo de A y gufa el paquete usando la cuerda CD. 
Si W = 120 lb y en el instante mostrado en la figura el paquete est& en 
repo so, determine la tension en cada cuerda, ( Sugerencia : Considere 
que la tension es la misma en ainbas porciones de la cuerda ADB.) 

2.125 Una pieza de maquinaria de peso W esta sostenida 
tempondmente por los cables AB,AC y ADE. El cable A DE esta unido 
al anillo en A> pasa por la polea en D „ y regresa a I anillo para unirse 
despubs al soporte en E, Si W = 1 400 N, determine la tension en ca- 
da cable. (Sugerencia: La tension es la misma en tod as las porciones del 
cable ADE , ) 

2.126 Una pieza de maquinaria de peso W estl sostenida 
temporal men te por los cables AB, AC y ADE, El cable ADE es(A unido 
al anillo en A, pasa por la polea en D y y regresa al anillo para unirse 
despues al soporte en E. Si la tension en el cable AB es de 300 N > 
determine a) la tensibn en AC f b) la tensibn on ADE y c) el peso W. 
( Sugerencia : La tension es la misma en todos los tram os del cable ADE . ) 


1.8 m 


1.2 m 

0.3 m 
x 

2.4 in 


Figura P2.123 y P2.124 


2.127 Los collarines Ay B unidos por medio de un alambre de 1 m 
de largo pueden deslizarse libremente sin fricctbn sobre las barras, Si una 
fuerza P = (680 N)j se aplica en A y determine a) la tension en el alambre 
cuando y = 300 mm, b) la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener 
el equilibrio del sistema. 

2.128 Resuelva el problema 2.127 suponiendo que y — 550 mm. 
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Figura P2.125 y P2.126 
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REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 2 


Resultante de dos fuerzas 




Componentes rectangulares. 

Vectores unitarios 



Resultantes de varias fuerzas 
coplanares 


En este capitulo se estudi6 el efecto de fuerzas sobre partfculas, 
es decir, sobre cuerpos de forma y tamarlo tales que todas las filer- 
zas que acttian sobre ellos se puede suponer que se apliean en el 
mismo nnnbV- " V; : v , ; ' • 



run: 


punto de aplicaci6n y \n\a rnagnitud y\m^ direction, y se sum an de 
aeuerdo eon \zley delparalelogramo (figura 2,35), Lamagnitudy di- 
reccidn de la resultante B de dos fuerzas P y Q se pueden determi- 
nar ya sea gr^fieamente o por tri gonoraetrfa, utilizando sueesivanien- 
te la ley de fos cosenos y la ley de los senos (problernaresiielto 2/1). 

Qualquier fuerza d&da qtie actue sobre una piirtfcula puede des- 
coxnponerse en dos o m£$ componentes ■ es detir, se puede reempla- 
zar por dos o fuerzas que tengan el mismo efecto sobre la, par- 
bet lla.Sepuede descomponer una fuerza F en dos componentes P 
y Q al dibujar un paralelogramo que tenga a F po r s u diagonal; en- 
tentes, las componentes P y Q son representadas por Ids dos lados 
adyacentes del paralelogramo (figura 2.36) y se pueden determiner 
ya sea. en graft cas o por trigonornetna (section 2.6). 

.. 

Se dice que una fuerza F se ha dividido en dos componentes 
rectangulares si sus componentes ¥ x y son perpendiculares en- 
tre si y se dirigen a lo largo de los ejes coordenados (figura 2.37). 
Al introducir lo s vectores unitarios i y j a lo largo de los ejes r y y, 
respectivamente, se escribe (seccidn 2.7) 


F X = FJ F V = FJ 


( 2 . 6 ) 


F = F^ + FJ (2.7) 

donde F x y F y son las componentes escalares de F. Estas compo- 
nentes, que pueden ser positivas o negativas, se definen por las rela- 
tiones ■ 


F*-Feos.0 


F y - F sen 0 


( 2 . 8 ) 


Cuando se dan las componentes rectangulares F x y F y de una 
fuerza F ? el dngulo & que define la direction de la fuerza se pue- 
de obtener al escribir 



(2.9) 

1 X ' ;:-7 ; ;■ 

La magnitud F de la fuerza se puede obtener al resolver una de 
las ecuaciones (2.8) o al aplicar el teorema de Pit&goras y escribir 




■&y : 


F 


mm. 


. 


:. j : ■- &&&* 

Cuando ires o mds fuerzas : 


(210) 


coplanares actuansobre unapartb 
culajas componentes rectangulares de su resultante R se pueden 
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Cosenos directors 



Figure 2.39 


66 Est&tica de particular 



Resultante de fuerzas en el espacio 


Equilibrio de una partfcula 


Diagrama de cuerpo libre 


Equilibrio en el espacio 


de aceion (seccibri 2.13), sus componerites rectangulares se pue^ 
den obtener de ja siguiente manera: primero se ei-presa el vector 
MN que line las purttos M y N en terminos de sus componentes 
dx. dy y (ftgura 2.40); se escribe ' / 

MN - + d<j + d,k . (2.26) 

Despu^s se determin a el v ector unitario X a Io largo de la Ifnea de 
acci6n de F al dividir MN entre su tnagnftud MN = d\ 

MN I 

x ~ = 7^' + + 4k) (2.27) 

’ Kr^; if & ,V ‘ £ - : r .. 


Recordando que F es igual al produeto de F y X, se tiene 


F = FX — 

a 


+ <7,j + djs) 


F* = 


(2.28) 


de lo cual se despreride (prohlemas. resueltos 2.7 y 2.8) que las 
componentes escalares de F son, respectivamente, 

Fd x ■' . Fd^ Fd z 

d y d z d 

Oiando dos a wAs fuerzas aetUan sobre una partfcula en el es- 
pacio tridimensional , las componerites rectangulares de su'restd- 
tante R se pueden obtener al suinar en forma aJgebraica las com- 
ponentes corresporidientes de las fuerzas (seccidn 2.14). Se tiene 

R.-SF, Ry=^F y R z = ZF z (2.31) 

La magnitud y direceibn de R se pueden determinar entonces a 
partir de relaciones similares a las ecuaciones (2.18) y (2.25) (vease 
problema resuelto 2.8). 

Se dice que una partfcula esta en equilibrio cuando la resultan- 
te dfe todas las fuerzas que acttian sobre ella es cero (seccidn 2.9). La 
partfcula entonces pefmanecer£ en reposo (si originalmente se en- 
cuentra en reposo) o se movera con velocidad constant© en unalmea 
recta (si seencontraba originalmente en movimiento) (seceidn 2.10). 

Para resolver tin problema que se reflera a una partfcula en equi- 
librio, primero se debettf dibujar un diagftma de cuerpo libre de la 
partfcula que muestre todas las fuerzas que actuan sobre ella (sec- 
cion '2. 11). Si solo actuan ires fuerzas cbplanares sobre la partfcula, 
se puede dibujar un tridngulo de fuerzas para expresar que la par- 
tfcula se encuentra eh equilibrio. Este tri&ngulo se puede resolver 
graficamente o por trigonometria para no rn4s de dos incdgpitas 
(vease problema resuelto 2*4). Sise incluyen mds de ires fiierzas co- 
pldmrds, se deberdn utilizar y resolver las eCuaciones de equilibrio 

2F x -0 SF^O (2.15) . 

Estas ecuaciones pueden ser usadas para no m^s de dos incogni- 
tas (problema resuelto 2.6). 

Guando una partfcula esta en equdibrio en el espacio tridimen- 
sional (seccidn 2.15), deber&n usarse y resoiverse las tr^s ecuacio- 
nes de equilibrio 

2^-0 2F^ = 0 £F*-G (2.34) 

Estas. ecuaciones se pueden resolver para no-m4s <fe tres inedgnb 
tas (vease problema resuelto 2.9). 


Problemas de repaso 


2.129 Se aplican dos fuerzas en el gancho mostrado en la figura. Si la 
magnitud de P es de 14 lb determine, por trigonometria, a) el dngulo a re- 
querido si la resultante R de la 5 dos fuerzas aplicadas en el gancho debe ser 
horizontal, b) la magnitud eonrespondiente de R. 



Figura P2.129 


2.130 Determine las componentes x y y de cada \ina de las fuerzas 
que se muestran en la figura. 

2.131 El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefdnico AC 
una fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si P dene una componente de 450 
N a lo largo de la linea AC „ determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su 
componente en una clireccidn perpendicular a AC. 



Figura P2.131 


2.1 32 Sabiendo que a — 25°, determine la tensidn en a) el cable AC, 
b) la cuerda BC. 

2.133 La' cabin a de un teleferico se desliza a velocidad const ante por 
el cable DE y se sostiene mediante un conjunto de poleas, las cuales pueden 
rodar libremente sobre el cable de soporte ACB. Sabiendo que ct = 42° y 
jB — 32°, que la tensidn en el cable DE es de 20 IcN, y que la tensidn en el 
cable DF es insignificante, determine a) el peso combinado do la cabina, su 
si stem a de soporte y sus pasajeros, b) la ten si 6 n en el cable de soporte ACB . 




Figura P2.132 



Figura P2.133 


2,134 Una carga de 350 lb esta sostenida mediante el arreglo de cuer- 
das y poleas mostrado en la figura. Si jB = 25°, determine la magnitud y la 
direction de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo libre de la cuerda 
para mantener al sis tern a en equilibrio, (Vea la sugerencia del problema 2.68.) 



350 lb 


Figura P2.134 


67 


68 Estatica de particulas 



Figura P2.135 



Flgura P2.1S8 


2.135 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alam- 
bres que forman Angulos de 30 a con respecto a la vertical y se encuentran 
unidos a im soporte ubicado en el punto D. Si la componente x de la fuerza 
ejercida por el alambre AD sobre la placa es de 220.6 N, determine a) la ten- 
sion en el alambre AD, b) los Angulos S x> $ y y 0 Z que forma la fuerza ejer- 
cida en A con los ejes coordenados. 

2.136 Una fuerza F con magnitud de 600 lb actua en el ongen de un 
si sterna coordenado. Si F x = 200 lb, 6 Z = 136.8° y F y < 0, determine a) las 
componentcs F y yF z ,b) los Angulos d x y B y . 

2.137 Encuentre la magnitud y la direction de la resultante de las dos 
fuerzas que se muestran en la figura, sabiendo que P = 500 lb y Q = 600 lb. 



2.138 La caja de madera que se muestra en la figura se sostiene por 
medio de tres cables. Si la tension en el cable AB es de 3 kN, determine el 
peso de la caja. 

2.139 Una placa rectangular est3 sostenida por tres cables cotno se 
muestra en la figura. Si la tension en el cable AD es de 120 lb, determine el 
peso de la placa. 

2.140 Un contcnedor de peso W esta suspendido del aro A. El cable 
BAC pasa por el aro y se une a los soportes fijos en B y C. Dos fuerzas P = Pi 
y Q = Qk se aplican cn el aro para mantener al recipiente en la posicidn 
mostrada. Si W = 1 200 N, determine P y Q> ( Sugerencia : Considere que la 
tensidn es la misma en am bos tramos del cable BAC.) 



Flgura P2.139 


Figura P2.14Q 


Problemas de computadora 


2.C1 Con el empleo de software, determine la magnitud y la direc- 
eidn de la resultante de n fuerzas coplanares aplicadas en el panto A. Utili- 
ee este software para resolver los problemas 2.31, 2.32, 2.33 y 2.34. 



Figura P2.C2 


2.C2 Un trabajador planea subir una cubeta de pintura de 5 galones 
y 60 lb de peso atando una cuerda al andamio en A ? y despuds pas an do la 
cuerda a travds del asa de la cubeta en B y por la polea en C; a) grafique 
la tensidn en la cuerda como una fiincion de la altura y para 2 ft ^ y ^ 
18 ft; b) evaltie el plan del trabajador. 

2.C3 El collar A puede deslizarse libremente y sin fried 6n sobre la 
barra horizontal que se muestra en la figura. El resorte conectado al collar 
tiene una constante k y no sufre deform ad 6n cuando el collar esta directa- 
mente abajo del soporte B. Exprese, en tdrtninos de k y la distancia c, la mag- 
nitud de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio del sis tern a. 
Grafique P como una funcidn de c para los valores de c entre 0 y 600 mm 
cuando: a) k = 2 N/mm, h) k = 3 N/nrni y c) k = 4 N/mm, 



2.C4 Una carga P esta sostenida por dos cables, como se muestra en 
la figura. Determine, empleando software, la tension en cada cable como una 
funcidn de P y 0 . Para los siguientes tres conjuntos de valores numdricos 
grafique las tensiones para los valores de 6 que se enctientran desde By — 

— 90° hasta B 2 — 90° y a partir de las grlficas determine a) el valor de 0 para 
el cual la tensi6n en los dos cables es minima y b) el valor correspondiente 
de la tensidm 


(1) a = 35°, |8 = 75°, P= 1.6 kN 

(2) a = 50°, £ = 30°, P = 2.4 kN 

(3) a = 40°, jS = 60°, P= 1.0 kN 



Figura P2.C4 
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2.C5 Los cables AC y BC se amarran juntos en C y se cargan como 
se muestra en la figura. Se sabe que P ~ 100 lb, a) exprese la tension en cada 
cable como una fundbn de 0; b ) grafique la tensibn en cada cable para 0 < 
0 < 90°, y c) a partir de la grafica obtenida en el inciso a), determine el valor 
mini mo de 6 para el cual amhos cables se mantienen en tension. 



I50ll> 


Figure P2.C5 



Figure P2.C6 


2.C6 Un recipiente de peso VV esta sostenido del aro A al cual est&n 
conectados el cable AB, de 5 m de longitud y el resorte AC. La constante 
del resorte es de 100 N/m, y su longitud sin estiramiento es de 3 m. Deter- 
mine la tension en el cable cuando a) W = 120 N y b) W = 160 N. 


2.C7 Un acrbbata se encuentra caminando sobre una cuerda tensa de 
longitud L — 80.3 ft que estri. unida a los soportes A y B, los cuales se en- 
cuentran separados por una distancia de 80 ft. El peso combinado del acro- 
bata y su garrocha de balance es de 200 lb y la friccibn entre sus zapatos y 
la cuerda son sufi dentes para prevenir el deslizamiento. Despreciando el 
peso y cualquier tipo de deformacibn eldstica de la cuerda, usese software 
para calcular la deflexibn y y la tensibn en las porciones AC y BC de la cuer- 
da para los valores de x comprendidos entre 0.5 y 40 ft usando incrementos 
de 0.5 ft. De los re suit ados obtenidos, determine a) la deflexibn mdxima de 
la cuerda, b) la tensibn maxima en la cuerda, y c) los valores minimos de la 
tensibn en las porciones AC y BC de la cuerda. 



x 

80 ft 


Figure P2.C7 


2.C8 La torre de transmisibn que se muestra en la ftgura estd sostenida 
por tres cables, los cuales estan conectados a una articulacibn en A y an da- 
dos en los puntos B, C y D. El cable AD tiene 21 m de longitud y la tensibn 
en el mismo es de 20 kN; a) exprese las componentes x, y y z de la Fuerza 
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ejercida por el cable AD sobre el ancla en D y los fingulos S X7 B y y 9- corres- 
pondientes en t^rminos de a y b) grafique las componentes de la fuerza y 
los Angulos B Xi By y 6 Z para 0 ^ a < 60°. 

2.G9 Una torre est& sostenida por los cables AB y AC, Un trabajador 
1' amarra una cuerda de 12 m de longitud a la torre en A y ejerce una fuerza 

constant© de 160 N sobre la cuerda; a) exprese la tension en cada cable como 
una funcidn de 6 si la resultant© de las tensiones en los cables y en la cuerda 
estA dirigida hacia abajo; y b) grafique la tensidn en cada cable como una 
funcidn de 0 para 0^0^ 180°, y a partir de la griifica determine el rango 
de valores de 0 para los cuales los cables pcrmanecen en tensidn. 


i 


Figure P2.C9 




2.C10 Los collares A y B estAn conectados por un alambre de 10 in. 
de longitud y pueden deslizarse libremente y sin fried 6n sobre las barras. Si 
se aplica una fuerza Q con una magnitud de 25 lb sobre el collar B, como se 
muestra en la figura, determine la tensidn en e) alambre y la magnitud co- 
rrespondiente de 1a fuerza P requerida para mantener el equilibrio. Grafique 
la tensidn en el alambre y la magnitud de la fuerza P para 0 ^ x ^ 5 in. 



Figure P2.C10 
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CAPITULO 


En este capftut© se demostrara que el sistema de fuerzas no concurrentes que actua sobre el arn£s del 
peracaidas puede ser reemplazado por un sistema equivatente mas simple. 
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3.1. INTRODUCCION 


En el capitulo anterior se supuso que eada uno de los cuerpos conside- 
rados podia ser tratado como si fuera una sola partfcula. Sin embargo, 
esto no siempre es posible y en general, un cueipo debe tratarse como 
la combinatidn de vaiias particulas, Tendra que tomarse en considera- 
ci6n el tamano del cuerpo y tambien el heeho de que las fuerzas aetdan 
sobre distintas partfculas y> per tanto, tienen distintos prnitos de aplica- 
cidn. 

Al definir que un cuerpo H$do es aquel que no se deforma, se supo- 
ne que la mayoria de los cueipos considerados en la mec&nica elemental 
son ri$dos. Sin embargo, las estmeturas y maquinas reales nunca son ab- 
solutamente rigidas y se deforman bajo la action de las cargas que actuan 
sobre ellas. A pesar de ello, por lo general esas deformaciones son peque- 
nas y no afeetan las oondiciones de equilibrio o de movimiento de la es- 
tmetura en consideration, No obstante, tales deformaciones son impor- 
tantes en lo conceraiente a la resistentia a la falla de las estmeturas y es- 
1 eonsideradas en el estudio de la mecaniea de materiales. 

En este capitulo se estudiara el efecto de las fuerzas ejerridas sobre 
un cuerpo rigido y se aprendera c6mo reemplazar un sistema de fuerzas 
dado por un sistema equivalente mas simple, Este an4lisis estarii basa- 
do en la suposicion fundamental de que el efecto de una fuerza dada so- 
bre un cuerpo rigido permanece inalterado si dicha fuerza se mueve a 
lo largo de su Irneade actidn (principio de transmisibilidad ). Por tanto, 
las fuerzas que add an sobre un cuerpo rigido pueden representarse por 
vectores deslizantes, como se menciond en la seccidn 2.3, 

Dos conceptos fondamentales asociados con el efecto de una fuer- 
za sobre un cuerpo rigido son el momenta de unafiierza con respecto a 
un punto (section 3.6) y el momenta de una fuerza am respecto a un eje 
(seceidn 3.11). Como la determinacidn de estas cantidades involucra el 
c&leulo de productos escalares y vectoriales de dos vectores, en este ca- 
pitulo se presentaran los aspectos fundamentales del algebra vectorial 
aplicados a la solucidn de problemas que involucran fuerzas que actiian 
sobre cuerpos rigidos. 

Otro coneepto que se presentara en este capitulo es el de un par, 
esto es, la combination de dos fuerzas que tienen la misma magnitud, 
lineas de accidn paralelas y sentidos opuestos (section 3.12). Como se 
verii, cudquier sistema de fuerzas que actua sobre un cuerpo rigido 
puede ser reemplazado por un sistema equivalente que consta de una 
fuerza, que actua en ciexto punto, y un par. Este sistema basico recibe 
el nornbre de sistema fuerza-par. En el case de fuerzas ooncurrentes, 
coplanarcs o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede re- 
ducir a una sola fuerza, denominada la resultante del sistema, o a im so- 
lo par, llamado el par resultante del sistema, 


3.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS 

Las fuerzas que aettian sobre los cuerpos rigidos se pueden dividir en 
dos grupos: 1 ) fiierzas extemas y 2) fiierzas infernos. 

I, L&s fuerzas extemas representan la accidn que ejercen otros 
cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideracion. Ellas son las 
responsables del comportamiento extemo del cuerpo rigido. 
Las fuerzas extemas eausan que el cuerpo se mueva o aseguran 
que d&te permanezea en reposo. En el presente capitulo y en 
los capftulos 4 y 5 se consideraran sdlo las fuerzas extemas. 
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2. Las fuerzas intemas son aquellas que mantienen unidas las par- 
tfculas que conform an al cuerpo rigido. Si 6ste est k constituido 
en su estructura por varias partes, las fuerzas que mantienen 
unidas a dichas partes tambi6n se defmen como fuerzas inter- 
nas. Este grupo de fuerzas se estudiarii en los caprtiilos 6 y 7. 


3.3. Principio de transmisibilidad. 

Fuerzas equivalentes 
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Como ejemplo de fuerzas externas, consid^rense las fuerzas que ac- 
tuan sobre un camion descompuesto que es arrastrado hacia delante por 
varios hombres mediante cuerdas unidas a la defensa delantera (figura 
3.1). Las fuerzas extemas que acttian sobre el cami6n se muestran en un 
diagrama, de cuerpo Wore (figura 3.2). En primer lugar, se debe conside- 
rar el peso del camidn. A pesar de que el peso representa el efecto de la 
atraccidn de la Tierra sobre cada una de las partfculas que constituyen 
al camion, este se puede representar por medio de una sola fuerza W. 
El punto de aplicacion de esta fuerza, esto es, el punto en el que actua 
la fuerza, se define como el centro de gravedad del camion. En el capL 
tulo 5 se ver4 cdmo se pueden determinar los centres de gravedad. El 
peso W hace que el camion se mueva hacia abajo. De hecho, si no fue- 
ra por la preseneia del piso, el peso podria ocasionar que el camion se 
moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la caida del 
camion por medio de las reacciones y Estas fuerzas se ejecen por 
el piso sobre el camidn y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuer- 
zas extemas que actrian sobre el camion. 

Los hombres ejercen la fuerza F al tirar de la cuerda. El punto de 
aplicaci6n de F est£ en la defensa delantera. La fuerza F tiende a hacer 
que el camion se mueva hacia delante en Imea recta y, en realidad, logra 
inoverlo puesto que no existe una fuerza externa que se oponga a dicho 
movimiento. (Para simplificar, en este caso se ha despreciado la resisten- 
cia a la rodadura.) Este movimiento del camidn hacia delante, donde ca- 
da hnea recta mantiene su orientaddn original (el piso del camidn per- 
manece horizontal y sus lados se mantienen verticales), se conoce como 
tmslacidn. Otras fuerzas podrian ocasionar que el camidn se moviera en 
forma diferente. Por ejemplo, la fuerza ejerdda por un gato colocado de- 
bajo del eje delantero podria ocasionar que el camidn rotara alrededor 
de su eje trasero. Este movimiento es una rotacion. Por tanto, se puede 
concluir que cada una de las fuerzas extemas que actuan sobre un cuer- 
po rigido puede ocasionar un movimiento de traslacidn, rotacion o am- 
bos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuentren alguna oposiddn. 



Figura 3.1 



Figura 3.2 


3.3. PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. FUERZAS 
EQUIVALENTES 

El principio de transmisibilidad. establece que las con dici ones de equi- 
librio o de movimiento de un cuerpo rigido permanecerin inalteradas si 
una fuerza F que actua en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza 
por una fuerza F / que tiene la rnisma magnitud y direccidn, pero que ac- 
tua en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la mis- 
ma linea de accidn (figura 3.3). Las dos fuerzas, F y F\ tienen el mismo 
efecto sobre el cuerpo rigido y se dice que son equivalentes. Este prin- 
dpio establece que la accidn de una fuerza puede ser transmltida a lo 
largo de su hnea de accidn, lo cual est£ basado en la evidencia experi- 
mental; no puede ser derivado a parbr de las propiedades establecidas 
hasta ahora en este Iibro y, por tanto, debe ser aceptado como una ley 
experimental. Sin embargo, como se vera en la seccidn 16.5, el princh 
pio de transmisibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la di- 
ndmica de los cuerpos rigidos, pero dicho estudio requiere la introduc- 


/ 



/ 


Figura 3.3 
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conceptos. For eonsiguiente, el estudio de la estatica de los cuerpos ri- 
gidos estar& basado en los tres principios que $e han presentado hasta 
ahora, que son la ley del paralelogramo para la adicibn de vectores, la 
primera ley de Newton y el principio de transmisibilidad. 

En el capitulo 2 se menciono que las fuerzas que atiiian en una par- 
ticula pueden ser represen tadas por vectores, los cuales tienen un pun- 
to de aplicacibn bien definido, laparticula misma v, porconsiguiente, Se- 
van vectores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas que 
actuan sobie un cuerpo rfgido el punto de aplicaclon de una fuerza no 
es importante, siempre y cuando su linea de accibn permanezca inalte- 
rada. Por tanto, las fuerzas que actuan sobre un cuerpo ngido deben ser 
representadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante , 
puesto que per mite que las fuerzas se deslicen a lo largo de su linea de 
accibn. Es importante senalar que todas las propiedades que scran de- 
rivadas en las siguientes secciones para las fuerzas que actuan sobre un 
cuerpo ngido serdn, en general* \4lidas para cualquier sistema de vec- 
tores deslizantes. Sin embargo, para mantener la presentation mas in- 
tuitiva, esta se llevara a cabo en tbrminos de fuerzas fisicas en lugar de 
las entidades matemAticas conocidas como vectores deslizantes. 



En el ejemplo del camibn, en primer lugar se observa que la linea 
de accibn de la fuerza F es una linea horizontal que pas a a travbs de 
las defensas delantera y trasera del camibn (figura 3.4). Por tanto, em- 
pleando el principio de transmisibilidad se puede reemplazar F por una 
fuerza eqttivalente F'que actiia sobre la defensa trasera. En otras pa- 
lab ras, las conditio nes de movimiento y todas las demas fuerzas exter- 
n as que actuan sobre el camibn (W, Ri y R 2 ) permanecen inalteradas 
si los hombres empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la de- 
fensa delantera. 

El principio de transmisibilidad y el concepto de fuerzas equivalentes 
tienen hmitadones. Por ejemplo, considere una barra corta AB sobre la 
cual actuan d os fuerzas axiales igualesyopuestas Pi y P 2 coinose muestra 
en la figura 3,5a. De acuerdo con el principio de transmisibilidad, la fuerza 
P 2 se puede reemplazar por una fuerza P 2 que tiene la misma magnitud, 
misma direction y misma linea de accibn pero que actba en A en lugar de 
en B (figura 3.5fo). Las fuerzas P| y P 2 que actuan sobre la misma partfcula 
pueden sumarse de acuerdo a las reglas del capitulo 2 y, como dichas 



a) 







f) 


Figura 3.5 


d) 


e) 
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fuerzas son iguales y opuestas, su suma es igual a eero. Por tanto, en 
tdrmmos del eomportamieirto extemo de la barra el sistema de fuerzas 
original mostrado en la figura 3.5a es equivalente a que no existiera fuerza 
alguna que actue sobre la barra (figura 3.5 c). 

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas Pi y P$ que ac- 
tuan sobre La barra AS, como se muestra en la figura 3.5 d. La fuerza P 2 
puede ser reemplazada por una fuerza P 2 que tiene la misma magnitud, 
misma direccidn y misma Knea de action pero que actiia en B en lugar 
de en A (figura 3,5e), Entonces, las fuerzas Pi y pueden sumarse y 
nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.5 f ). De esta manera, des- 
de el punto de vista de la mec&nica de los euerpos rigidos, los sistemas 
mostrados en la figura 3,5 a y d son equivalentes. Sin embargo, resulta 
obvio que la s fuerzas intemas y las deformaciones producidas por los dos 
sistemas son diferentes. La barra de la figura 3.5a esti en tensidn y si no 
es en su totalidad rfgida, se incrementarl ligeramente su longitud; la ba- 
rra de La figura 3.5d esta en compresidn y si no es rigida, disminuir4 en 
poco su longitud. De esta forma, aunque el prindpio de transmisibili- 
dad se puede usar en forma fibre para determinar Las condiciones de mo- 
vimiento o de equilibrio de los cueipos rfgidos y para calcular las fuer- 
zas externas que actfian sobre los mismos, debe evitarse, o por lo menos, 
emplearse con cuidado, al momento de determinar fuerzas intemas y 
deform adones. 


3*4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES 


Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rfgido, a 
continuation se introduce un nuevo concepto: eXmomento de una fuer- 
za con respecto a un punto. Este concepto se podra entender mas fecil- 
mente y podra aplicarse en una forma rods efectiva si primero se agrega 
a las herramientas matentificas que se tienen disponibles, el producto 
vectorial de dos vectores. 

El producto vectorial de los vectores P y Q se define eomo el vec- 
tor V que satisface las siguientes condiciones. 

1, La lfnea de accidn de V es perpendicular al piano que contie- 
ne a P y Q (figura 3.6a). 

2, La magnitud de V es el producto de las magnitudes de P y Q 
por el seno del ingulo 6 formado por P y Q (cuya medida siem- 
pre debera ser menor o igual a 180°); por tanto, se tiene 

(3.1) 

3, La direccidn de V se obtiene a partir de la regia de la mano de- 
recha. Cierre su mano derechay mant£ngala de manera que sus 
dedos est£n doblados en el primer sentido que la rotaddn a tra- 
ves del ingulo 6 que haria al vector P colineal con el vector 
Q; entonces, su dedo pulgar indicar& la direccibn del vector V 
(figura 3.6k). Observese que si P y Q no tienen un punto de 
apbcacibn eomun, estos primeros se deben volver a dibujar 
a partir del mismo punto. Se dice que los tres vectores P, Q 
y V — tornados en ese orden — form an una tnada a mano de- 
recha .* 



a 

V = P X Q 




b) 

Figura 3.6 


*Se debe sefialar que los ejes x y y y % utfbzados en el capftulo 2 fiorman un sistema de 
ejes ortogonales a mano derecha y quo los vectores unitarios i, j y k de fluid os en la secddn 
2.12 fonnan una trfada ortogonal & mano derecha. 


78 Cuerpos rtgidos: sistemas equivalents 
de fuerza 



Figura 3.7 



Figura 3.8 


Como se mencionri anteriormente, el vector V que satisface estas 
tres condiciones (las cuales lo definen en forma unlca) se conoce co- 
mo el producto vectorial de P y Q y se representa por la escpresion ma- 
tem^tica 

HI1MI (3.2) 

En virtud de la notaci6n utilizada, el producto vectorial de dos vecto- 
res P y Q tambien se conoce como el producto cruz de P y Q. 

A parti r de la ecuad6n (3.1) se concluye que cuando dos vectores 
P y Q tienen la misma direccion, o direcciones opuestas, su producto 
vectorial es igual a cero. En el caso general, cuando el Angulo 6 forma- 
do por los dos vectores no es 0° ni 180°, a la ecuaci6n (3.1) se le pue- 
de dar una interpretacion gcometrica simple: la magnitud V del pro- 
ducto vectorial de P y Q es igual al &rea del paralelogramo que tiene 
como lados a P y Q (figura 3.7). Por tan to, el producto vectorial P X Q 
permanece inalterado si Q se reemplaza por un vector Q ' que sea co- 
planar a P y Q y tal que la llnea que une a las partes terminales de Q 
y Q' sea paralelo a P. Asi, se escribe 

V = PxQ = PxQ' (3 3) 

A partir de la tercera condicidn empleada para definir al producto 
vectorial V de P y Q, esto es, la condition que establece que P, Q y V 
deben formar una triada a mano derecha, se concluye que los produe- 
tos vectoriales no son comunitarios , es decir, Q x P no es igual a P X Q. 
De hecho, se puede verificar faeilmente que Q X P estd representado 
por el vector —V, que es igual y opuesto a V, entonces se escribe 

QxP = -(PxQ) (3.4) 

Ejempio. Calculese el producto vectorial V = P X Q cuando el vec- 
tor F tiene una magnitud de 6 y se encuentra en el piano zx que forma un 
dngulo de 30° con el eje x y el vector Q tiene una magnitud de 4 y se en- 
cuentra a lo largo del eje x (figura 3.8). 

A partir de la defmici6n del producto vectorial se concluye que el vec- 
tor V debe estar a lo largo del eje y , tener la magnitud 

V = PQ sen 0 = (6) (4) sen 30° = 12 
y que debe estar dirigido hacia arriba. 

Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso de 
productos vectoriales. Ahora se puede preguntar si la propiedad dvstri- 
butiva se cumple, esto es, si la reladdn 

P X (Qi + Q 2 ) = P x Qi + P X Q 2 (3 5) 

es valida. La respuesta es s£. Probablemente muchos lectores est&n dis- 
puestos a aceptar sin demostratidn formal una respuesta que de ma- 
ne ra intuitiva puede pareeer correcta. Sin embargo, dado que la es- 
tructura del algebra vectorial y de la estAtica deperide de la relatirin 
(3.5), se debe tomar el tiempo necesario para su deduction. 

Sin perder la generalidad se puede suponer que P esti dirigida a 
lo largo del eje y (figura 3.9 a). Representando Con Q 1a suma de Q x y 
Q2» se trazan perpendiculares a partir de los extremes terminales de 
Q, Q! y Qa hacia el piano zx , quedando definidos de esta forma los 
vectores Q'. <k, <& Se hara referenda a esto s vectores, respectiva- 
mente, como las proyecciones de la ecuaei6n (3,3), se observa que el 
termino del la do izquierdo de la ecuad6n (3.5) puede ser reemplaza- 
do por PxQ'y que, en forma similar, los productos vectoriales P x 


Qi y P X Q^ del lado dereeho pueden ser reemplazados, respectiva- 
mente, por P x QJ y P X De esta forma, la relation que debe ser 
demostrada puede escribirse de la siguiente manera 

P X Q' = P X Qi + P x (3.5') 

Ahora se observa que P X Q' se puede obtener a partir de Q' mul- 
tiplicando a este vector por el escalar P y rot Andolo 90° en el piano zx en 
el sentido contrario al del movimiento de las maaecillas del reloj (figu- 
ra 3.9fe); los otros dos productos vectoriales en (3.5') se pueden obtener 


3.5. Productos vocloriales expresados en 
terminos de componentes rectangulares 
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Figure 3.9 


a) 


en forma similar a partir de Q\ y Q 2 , respectivamante . Ahora, en virtud 
de que la proyeccion de un paralelogramo sobre cualquier piano arbi- 
trario es otro paralelogramo, la proyeccidn Q' de la suma Q de Qi y Q 2 
debe ser la suma de las proyecciones y Qi y Q 2 de Qi y Q 2 sobre el mis- 
mo piano (figura 3.9a). Esta relacibn entre los tres vectores Q\ QI yQ 2 
seguirA siendo vAlida despues de que los tres vectores hayan sido multi- 
plicados por el escalar P y hayan sido rotados a trav^s de un Angulo de 
90° (figura 3.9fe). Por tanto, se ha demostrado la relation (3.5' ) y se pue- 
de tener la certeza de que lapropiedad distributiva es vAlida para los pro- 
ductos vectoriales. 

Una tecera pnopiedad es la asociativa, la cual no es valida para los 
productos vectoriales; en general, se tiene que 

(P X Q) X s * P x (Q X S) (3.6) 

3.5. PRODUCTOS VECTORIALES EXRRESADOS EN TERMINOS 
DE COMPONENTES RECTANGULARES 

A contmuaddn se proceder A a determinar el product© vectorial de cual- 
quier par de los vectores unitarios i, j y k, que foeron definidos en el 
capitulo 2. Consid6rese primero el producto i X j (figura 3.10a). Co- 
mo ambos vectores tienen una magnitud igual a 1 y dado que estos for- 
man Angulos rectos entre si, su producto vectorial tambi^n deberA ser 
un vector unitario. Dicbo vector unitario debe ser k, puesto que los 
vectores i, j y k son mutuamente perpendiculares y forman una trlada 
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regia de la mano dere- 
cha presentada en el punto 3 de la seccidn 3.4, se concluye que el pro- 
ducto j X i debe ser igual a — k (figura 3.10b). Por ultimo, se debe ob- 



a) 
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b) 


Figura 3.10 
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servar que el producto vectorial de un vector consigo mismo, oomo 
i X i t es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma di- 
rection. Los productos vectoriales para los diversos pares posibles de 
vectores unitarios son 

ixi = 0 j X i = -k kxi=j 

i x j = k j X j = 0 kxj^-i (37) 

i x k = — j j x k = i k x k = 0 

Si se ordena las tres letras que representan a los vectores unitarios en un 
cfrculo en sentido contrario al moviimento de las manedllas del reloj (fi- 
gura 3 J I) se puede facilitar la determination del signo del producto vec- 
torial de dos vectores unitarios: el producto de dos vectores unitarios se- 
ra positivo si estos se siguen uno a otro en un orden contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj y se rd negative si &st os se siguen uno 
al otro en un orden en el sentido de las manedllas del reloj. 

Ahora se puede expresar facilmente el producto vectorial V de dos 
vectores dados PyQen t^rminos de las componentes rectangulares 
de dichos vectores. Al descomponer a P y Q en sus componentes rec- 
tangulares, primero se escribe 

V = P X Q = (P x i + PJ + P % k) X (QJ + pjj + QJP) 

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de 
productos vectoriales, como F*i X Qj. Se observa que cada una de las 
expresiones obtenidas es igual al producto vectorial de dos vectores 
unitarios, como i X j, multiplicados por el producto de dos escalares, 
como P x Q y , y recordando las identidades (37) despu 6s de factorizar a 
i, j y k, se obtiene 

V - (P y Q z - P z Q y ) i + (P Z Q X - P X Q Z ) j + (P x Q y . - P^Jk (3.8) 

Por tanto, las componentes rectangulares del producto vectorial V es- 
t2n dadas por 



De regreso a la ecuaci6n (3.8), se observa que el t^rmino del lado de- 
recho representa el desarrollo de un determinante. Por tanto, el pro- 
ducto vectorial V puede expresarse de la siguiente forma, que es m£s 
sencilla de memorizar:* 


mm 

v = 


lii'Xh .i: 

i i k 

if?:- 1 :?-'??* (VV'il 

r, i, 

Q* Qy Q* 

r j. : -j ■ . f . k, - . . * . 


(3.10) 


f CuaIqmer determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar 
repitiendo la primera y la segunda columnas, y form am do productos a \o largo de cada lfnea 
diagonal. Entonees, la suma de k>s productos obtenidos a lo largo de la : lfnea roja se resta 
de la suma de los productos obtenidos a lo largo de las line as negras. 



3-6. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO 

Consider© una fuerza F que acttia sobre un cuerpo rigido (figura 3.12#). 
Como se sabe, la fiierza F esta representada por un vector que define la 
magnitud y su direcddn. Sin embargo, el efecto de la fiierza sobre el cuer- 
po rigido tambien depende de su punto de aplicacion A , La posicidn de 
A puede definirse de manera conveniente por medio del vector r que une 
al punto de referenda fijo O con A; a este vector se le conoce como el 
vector de position de A. 4 El vector de posicidn r y la fuerza F definen el 
piano mostrado en la figura 3.12#. 

El momenta de F con respecto a O se define como el producto vec- 
torial de t y F: 

De acuerdo con la definicidn del producto vectorial da da en la sec- 
cion 3.4, el momento M 0 debe ser perpendicular al piano que conve- 
ne el punto O y a la fiierza F. El sentido de Mo esta deftnido por el 
sentido de la rotacidn que haria al vector r colineal con el vector F; un 
observador localizado en el extremo de M 0 ve a esta rotacion como 
una rotacion en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
relqj > Otra forma de definir el sentido de M 0 se logra por medio de 1a 
regia de la mano derecha: cierre su mano derecha y mantengala de 
manera que sus dedos esten doblados en el mismo sentido de la rotacidn 
que F le impartiria al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigjdo a 
lo largo de la linea de accion de su dedo pulgar indicam el sen- 
tido del momento M 0 (figura 3.12 b). 

Por liltimo, representado con d el Angulo entre las lineas de accion 
del vector de posicibn r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud 
del momento de F con respecto a O estA dadapor 

M a i-F sen j f ^ Fd (3.12) 

donde d representa la distanda perpendicular desde O hasta la linea de 
aecibn de F. En virtud de que la tendencia de la fuerza F a hacer girar al 
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende 
tanto de la distanda de F a dicho eje como de la magnitud de F, se ob- 
serve que la magnitud de Mo mide la tendentia de la fiierza F a hacer vo- 
lar al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de M 0 . 

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en 
newtons (N) y la distanda se expresa en metros (m), el momento de 
una fuerza estarA expresado en newtons-metro (N * m). En el sistema 
de unidades de uso comun en Estados Unidos, donde la fuerza se ex- 
presa en libras y la distanda en pies o en pulgadas, el momento de una 
fuerza se exptresa en lb ■ ft o en lb ■ in. 

Se puede observar que a pesar de que el momento Mo de una 
fuerza con respecto a im punto depende de la magnitud, la linea de 
accirin y el sentido de la fuerza, dicho momento no depende de la po- 
sicion que tiene el punto deaplicacibn de la fiierza a lo largo de su li- 
nea de a©ci6n. En consecuencia, el momento M 0 de una fuerza F no 
caracteriza a la posicion del punto (Je aphcad6n de F. 

^se puede comprobar que Jos vectored de posici6n obedeeen la ley de la adiddn de vec- 
tores y, por tanto, rcaimente son vectores. Considgrese, por ejemplo, los vectnres de pod- 
cidn r y r de A con respecto a dos pantos de referenda O y O' y al vector de posicidn s 
de O con respecto a O’ (figura 3.40ff, Sec. 3.16). Se comprueba que e l vector de posici6n 
r r = O’ A puede obtenerse a partir de los vectores de posicidn s = O'O y r = OA aplieando 
la reg^a del triAngulo para la sumaide vectores. 


Mo-rxF? 


(3.11) 
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Figura 3.12 
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Sin embargo, como $e ver£ a continuacidn, el momento M 0 de una 
fuerza F de magnitud y direccidn conocida define completamente a la ti- 
nea de accion de F. Ademas la tinea de acci6n de F debe estar en un pia- 
no que pasa por el punto O y es perpendicular al momento M 0 . La dis- 
tancia d medida desde O hasta la lfnea de accion de la fuerza debe ser 
igual al cociente de las magnitudes de M 0 y F, esto es, debe ser igual a 
Mq/F, El sentido de M 0 determina si la line a de acci6n debe trazarse 
del lado de F del lado del punto O . 

Recu6rdese la $ecei6n 3,3, donde se senala que el prindpio de trans- 
misibilidad establece que dos fuerzas F y F' son equivalentes (esto es, tie- 
nen el mismo efecto sobre el cuerpo ngido) si tienen la misma magnitnd, 
direccion y Imea de acd6n. Este prindpio se puede expresar ahora de la 
siguiente forma: dos fuerzas F y F r son equivalentes si , y solo si y son igua- 
les (es decir, tienen la misma magnitud y la misma direcci6n) y ; ademas , 
tienen momentos tgtudes con respeeto a un punto O. Las condidones 
necesarias y suficientes para que dos fuerzas F y F ; sean equivalentes son 

F = F' y Mfj ~ Mb i 


(3.13) 


Debe senalarse que el enunciado anterior implica que si las relaciones 
(3.13) se cumplen para cierto punto O, tambi6n sfe cumplir4n para cual- 
quier otro punto. 

Problemas en dos dimensiones. Muchas apbcadones tratan 
con estructuras bidxmensionales, es decir, estructuras cuyo espesor es 
despredable en comparacidn con su longitud y su anchura, las cuales es- 
tan sujetas a fuerzas contenidas en su mismo piano. Dichas estructuras 
bidimensionales y las fuerzas que actuan sobre ellas pueden represen- 
tarse facilmente sobre una hoja de papel o sobre una pizarra. Por tantq, 
su an&lisis es m£s simple que el correspondiente al caso de las estructu- 
ras y fuerzas tridimension ales. 



a)M Q = + Fd b)M 0 = -Fd 

Figure 3.13 

Considere, por ejemplo, una placa rigida sobre la que acttia una fuer- 
za F (figura 3; 13)+ El momento de F con respeeto a un punto O selecdo- 
nado en el piano de la figura esta representado por el vector M 0 de mag- 
nitud Fd y que es perpendicular a dicho piano. En la figura 3.13a el vector 
M 0 apunta hada afuera del piano de papel, mientras que en la figura 3. 13b 
dste apunta hacia adentro del piano de papel* Como se observa en la figu- 
ra, en el primer case, la fuerza de la figura 3.13a tiende a hacer rotar la 
placa en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del re- 
loj mientras que, en el segundo easo, la fuerza de la figura 3.13b tiende a 
hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas del re- 
lop Por consiguiente, es natural referir se al sentido del momento F con 
respeeto a O en la figura 3* 13a como opuesto al del movimiento de las ma- 
nedllas del reloj (antihorario) \ y en la figura 3.13b como siguiendo la di- 
reccion del movimiento de las manecillas del reloj (horario) f 

Puesto que el momento de la fuerza F que aettia en el piano de la 
figura debe ser perpendicular a dicho piano,- s61o se necesita especifi- 
car la magnitud y el sentido del momento F con respeeto a O. Esto se 


puede hacer asignindole a k magnitud Mq del momento un signo posi- 
tivo o negativo, segun el vector M 0 apunte hack afaera o hacia adentro 
del piano de papel. 


3.7, TEOREMA DE VARIGNON 


La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede em- 
plear para determinar el momento de la resultante de varias fuerzas 
concurrentes. Si las fuerzas F 1# F 2> . . . se apllcan en el mismo punto A 
(figura 3.14) y si se representa por r al vector de posidon A, a partir 
de la ecuacidn (3.5) de la seccidn 3.4, se puede eoncluir que 





-'iTT*/ • 1 
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(3.14) 


Esto es, el momento con respecto a un punto dado O dela resultante de 
varias fuerzas concurrentes es igual a la suma de los mementos de las dis- 
tintas fuerzas con respecto al mismo punto O. Esta propiedad k descu- 
brio el matem&tico francos Pierre Varignon (1654-1722) mucho antes de 
inventarse el algebra vectorial, por lo que se le conoce como el teorema 
de Varignon. 

La relaci<5n (3.14) permite reemplazar el cilculo directo del mo- 
mento de una fuerza F por el c&lculo de los momentos de dos o mas 
fuerzas componentes, Como se veri eo la siguiente secdon, por lo ge- 
neral la fuerza F seri separada en sus componentes paralelas a los ejes 
coordenados. Sin embargo, ser £ mucho mis ripido en algunos casos 
descomponer a F en componentes no paralelas a los ejes coordenados 
(v£ase el problema resuelto 3.3). 
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3.6. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO 
DE UNA FUERZA 

En general, la deteminacidn del momento de una fuerza en el espado 
se simplifica en forma considerable si el vector de fuerza y el vector de 
position a partir de su punto de aplicacidn se descomponen en sus com- 
ponentes rectangulares x, y yz. Por ejemplo, eonsidere el momento M 0 
con respecto a 0 de una fuerza F con componentes F X7 F y y F z que es- 
ti apbeada en el punto A de coordenadas x, y y z (figura 3.15). Se obser- 
va que las componentes del vector de posiddn r son iguales, respectiva- 
mente, a las coordenadas x 7 yyz del punto A, se escribe 

r — si + yj 4 zk (3.15) 

F = F x i + FJ + F z k (3.16) 

Al sustituir a r y a F a partir de (3.15) y (3.16) en 



M 0 = rXF (3.11) 

y recordar los resultados obtenidos en la seeci6n 3.5, se puede escribir 
el momento Mo de F con respecto a O de la siguiente forma 

M 0 - M x i + + M z k (3.17) 


donde las componentes escalares M X7 M y y M z estin definidas por las 
relaciones 


VL- 




v b : 

Xr- 




(3.18) 
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Flgura 3.17 


r 



Flgura 3.18 


Como se ver£ en la secddn 3.11, las componentes escalares M r , M y y 
M z del momento M 0 miden la tendenda de la fuerza F a impartirle a 
un cuerpo ngido un movimiento de rotacion alrededor de los ejes x , y 
y z y respectivamente. Sustituyendo (3.18) en (3.17), tambi£n puede es- 
cribirse a M 0 en forma de determinante 


(3.19) 


Para calcular el momento M B de una fuerza F aplicada en A con 
respecto a un punto arbitrario B (figura 3.16), se debe reemplazar el 
vector de posicion r en la ecuacidn (3.11) por un vector trazado desde 
B hasta A. Este vector es el de po&icidn de A relative a B y se repre- 
sents por r A / B . Se observa que r A / B se puede obtener si se rests r B de 
r*; por tanto, se escribe 

M B = r A/B x F = (r A - r B ) X F (3.20) 

o bien, en forma determinante 




'Wb ='• 

*A/B ' &A/B ' 




,;=3' i "v “ ■ ■ 


donde x A / B , y A / B y z A / s rep resen tan las componentes del vector r A / B : 

%A/B ~ X A ~ X B yA/B ~ Va ~ yB %A/B = % A ~ %B 

En el caso de problemas en dos dinwnsiones , se puede suponer 
que la fuerza F estd contenida en el piano xy (figura 3.17). A1 hacer 
z = 0 y F z = 0 en la ecuacion (3.19), se obtiene 

M 0 ~ (xF y - yF x ) k 

Con esto se veriflea que el momento de F con respecto a O es perpen- 
dicular al piano de k figura y estd completamente defintdo por el esca- 
lar 



rt' -i i ■ 


r.!. uzirei 

* t 




M 0 = M z = xF y ~ yF x (3.22) 

Como se menciond antes, un valor positive de M 0 indica que el vec- 
tor M 0 apunta hacia afiiera del piano del papel (la fuerza F tiende a 
hacer rotar al cuerpo con respecto a O en un sentido contrario al mo- 
vimiento de las manecillas del reloj) y un valor negative indica que el 
vector Mo apunta hacia adentro del piano del papel (la fuerza F tien- 
de a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido de las ma- 
nedUas del reloj). 

Para calcular el momento con respecto a un punto B de coordena- 
das B(x b > yB ) de una fuerza contenida en el piano xy, aplicada en el pun- 
to A(x a , y A ) (figura 3.18), se hace z A j B = 0 y F z = 0 en las reladones 
(3.21) y se conprueba que el vector M B es perpendicular al piano xy y 
est£ defmido en magnitud y sentido por su componente escalar 

M b = (x A - x B )F y - (y A - y B )F x 


(3.23) 



PROBLEMA RESUELTO 3.1 

Una fuerza vertical de 100 lb se aplica en el extreme de una palanca que es- 
t& uni da a una flecha en el pi into O. Determine: a) el momento de (a fuer- 
za de 100 lb con respecto a O; b) la fuerza horizontal aplicada en A que ori- 
gina el mismo momento con respecto a 0\ c) la fuerza minima aplicada en 
A que origin a el mismo momento con respecto a O; d) qu6 tan lejos de la 
flecha debe aetuar una fuerza vertical de 240 lb para original el mismo mo- 
men to con respecto a O, y e) si alguna de las fuerzas obtenidas en los inci- 
sos b ), c) y d) es equivalente a la fuerza original. 






a) Momento eon respecto a O, La distancia perpendicular desde O 
hasta la Imea de accion de la fuerza de 100 lb es 

d = (24 in.) cos 60° — 12 in. 

La magnitud del momento de la fuerza de 100 lb con respecto a O es igual a 

M 0 = Fd = (100 lb)(12 in.) = 1 2001b - in, 

Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca alrededor de O en el sentido 
de las manecillas del reloj, el momento serii representado por un vector Mo 
perpendicular aJ piano de la ligura y que apunta hacia adentro del piano del 
papel. Este heebo se expresa escribiendo 

Mo = 1 200 lb ■ iiL J 4 

b) Fuerza horizontal* En este caso se tiene que 

d = (24 in.) sen 60° = 20.8 in. 

Como el momento con respecto a O debe ser igual a 1 200 lb * in., se escribe 


M 0 = Fd 

1 200 lb - in. = F(20.8 in.) 
F = 57.7 lb 


F = 57.71b- 


c) Fuerza minima, Como M 0 — Fd, el minimo valor de F se obtie- 
ne cuando d es maxi mo. Se selecciona la fuerza perpendicular a OA y se ob- 
serva que d = 24 in.; entonccs 


M 0 = Fd 

1 200 lb ■ in. = F(24 in.) 
F = 50 lb 


F = 50 lb ^30° 4 


d) Fuerza vertical de 240 lb. En este caso, M 0 = Fd proporciona 
la siguiente relacidn 


pero 


1 200 lb ' in. = (240 lb)d d = 5 in. 

OB cos 60° = d OB = 10 in. 4 


e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos h), c) yd) es equi- 
valente a la fuerza original de 100 lb. A pesar de que esta s fuerzas tienen el 
mismo momento con respecto a O, sus componentes en r y y son diferen- 
tes. En otras palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la 
flecha de la misma forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha 
en una forma distinta. 



PROBLEMA RESUELTO 3.2 


Una fuerza de 800 N actua sobre la m insula, coma se muestra en la figura, 
Determine el momento de la fuerza eon respeeto a B, 


160 mm 


SOLUCION 


El momento M B de la fuerza F con respeeto a B se obtiene a trav^s del pro 
ducto vectorial 


desde r A / B es el vector trazado desde B hasta A. Ai descomponer a r A/B y a 
F en sus componentes rectangulares, se tiene que 

t a/b = —(0.2 m)i + (0.16 m)j 

F = (800 N) cos 60°i + (800 N) sen 60*j 
= (400 N)i + (693 N)j 

Recordando las relaciones (3.7) para los productos vectoriales de los veeto- 
res unitarios (secd6n 3.5), se obtiene 

M B = r A/Q X F = [-(0.2 m)i + (0.16 m)j] X [(400 N)i 4- (693 N)j] 

= -(138.6 N - m)k - (64.0 N ■ m)lc 

= —(202.6 N - m)k M B = 203 N * m J 4 

El momento M B es un vector perpendicular al piano de la figura y apunta 
hacia adentro del piano del papel. 


PROBLEMA RESUELTO 3.3 


Una fuerza de 30 lb actda sobre el extremo de una palanca de 3 ft> como se 
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza con respeeto a O. 


SOLUCION 


La fuerza se reemplaza por dos componentes, una componente P en la di- 
reccidn de OA y otra componente Q peipendicular a OA Como O se en- 
cuentra en la linea de acd6n de P, el momento de P con respeeto a O es 
igual a oero y el momento de la fuerza de 30 lb se reduce al momento de Q, 
que tiene el sentido de las manecillas del reloj y 3 por consiguiente, se repre- 
senta por un escalar negativo. 

Q = (30 lb) sen 20° = 10.261b 
M 0 = -Q( 3 ft) = -(10.26 lb) (3 ft) = -30.8 lb * ft 

Como el valor obtenido para el escalar M 0 es negativo, el momento M 0 apun- 
ta hacia adentro del piano del papel. Asf se escribe 

M» = 30.8 lb ■ ft J < 






PROBLEMA RESUELTO 3.4 


Una placa rectangular estA apoyada por mdnsulas en A y B y por un alambre 
CD. Se sabe que la tension en el alambre es de 200 N, determine el momento 
con respecto a A de la fiierza ejercida por el alambre en el pun to C. 




SOLUCION 


El momento M A de la fuerza F ejercida por el alambre en el pun to C con 
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial 


el vector trazado desde A hasta C. 


donde 


y F es la fuer/a de 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector 
unitario A — CD /CD, se escribe 


Al descomponer al vector CD en sns componentes rectangulares, se tiene 
CD = —(0.3 m)i 4 (0.24 m)j - (0.32 m)k CD = 0.50 m 
Si se sustituye este resultado en (3) se obtiene 


F = [-(0^ m)i + (0.24 m)j - (0.32 m)k] 

= —(120 N)i 4 (96 N)j - (128 N)k (4) 

Sustituyendo r c / A y F en la ecuacidn (1), a partir de las ecuaciones (2) 
y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la seccidn 3.5, se obtiene 

M a - T C /A X F = (0.3i 4- 0.08k) x (-120i + 96j - 128k) 

= (0.3)(96)k 4 (0.3)(-128)(-j) 4 (0.08)(-120}j 4 (0.08)(96)(-i) 

\l A - -(7.68 N ■ m)i 4 (28.8 N * m)j 4 (28,8 N ■ m)k 4 


Solution alternativa* Como se menciond en la seccidn 3.8, el mo- 
mento puede ser expresado en forma de determinante: 


i 

j 

k 


i 

j 

k 

x c x a yc — yA 

Zc ~ Za 

— 

0.3 

0 

0.08 


Py 

F* 


-120 

96 

-128 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccuSn se present6 el producto vectorial o product o cruz de dos vectores. En los 
problemas quc se presentan a continuation se puede utilizar el producto vectorial para cal- 
cular el momenta de unafuerza con respecto a un punto y tambien, se puede utilizar dicho 
producto para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una linea. 

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un euerpo rigido se definid como 

M 0 -rxF (3.11) 

donde r es el vector de position que va desde O hasta cualquier punto sobre la linea de ac- 
tion de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se calcula un producto 
de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores en el orden apropiado y que 
cada uno de dichos vectores tenga e) sentido eorrecto. El in omen to M 0 e$ importante pues- 
to que su magnitud es una medida de la tendencia de la fuerza F para hacer que el euerpo 
rigido rote aired edor de un eje di rigido a lo largo de M 0 . 

/. Cdlcula del momento M 0 de unafuerza en dos dimensiones. Se puede emplear 
uno de los siguientes pmeedimientos: 

a) Usar la ecuacitin (3.12), M 0 — Fd , la cual expresa la magnitud del momento como 
el producto de la magnitud de F y la distancia perpendicular d desde O hasta la linea de 
accidn de F [problema resuelto 3.1]. 

h) Expresar a r y F en tormina s de sus componentes y evaluar formal mente el pro- 
ducto vectorial — r X F [problema resuelto 3.2] . 

c) Descomponer a F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de posi- 
tion r, respectivamente. Solo la componente perpendicular contribuye al momento de F 
[problema resuelto 3.3]. 

d) Usar la ecuacion (3.22), M 0 — M z — xF y — yF x . Cuando se aplica este mOtodo, el 
enfoque mis simple consiste en tratar a las componentes escalares de r v F como si fueran 
positivas y, despuOs, asignar por inspection el signo apropiado al momento produtido por 
cada componente de la fuerza. Por ejemplo, al aplicar este mOtodo para resolver el proble- 
ma resuelto 3.2, se observa que ambas componentes de la fuerza tieuden a ocasionar una 
rotatiOn en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del punto B. Por 
tanto, el momento de cada fuerza con respecto a B debe ser representado por un esealar 
negativo. Entonces, se tiene que el momento total esta dado por 

M b = -(0.16 m)(400 N) - (0.20 m)(693 N) = -202.6 N • m 

2, Cdlcuto del momento M (> de una fuerza F en tres dimensioned. Con el mOtodo del 
problema resuelto 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar al vector de position 
r que sea el mis conveniente (el mis simple). DespuOs, se debe expresar a F en tOrmtnos de 
sus componentes rectangulares. El ultimo paso consiste en evaluar el producto vectorial r x F 
para determinar el momento. En la mayorfa de los problem as tridimensionales se encontrarl 
que es mis flcil calcular el producto vectorial con el uso de 1a forma de determmante. 

3. Determinacion de la distancia perpendicular d desde un punto A hasta una linea 
clada , Primero se snpone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra a lo largo 
de la linea dada. DespuOs se determina su momento con respecto a A formando el producto 
vectorial M A = r X F, y calculandolo como se indico anteriormente. Entonces, se calcula 
su magnitud M A . Por ultimo, se sustituyen los valores de F v M A en la ecuacion M A = Fd y 
se resuelve para d. 







Problemas 


3.1 Una fuerza de 90 N se apliea a la varilla de control AB coma in- 
dica 1a figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo- 
rn en to de la fuerza respecto al punto B descompouiendo la fuerza en sus 
componentes a lo largo de AB y en una direction perpendicular a AB. 

3.2 Una fuerza de 90 N se apliea a la varilla de control AB como in- 
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo- 
menta de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus 
componentes horizontal y vertical. 



Figura P3.1 y P3.2 


3.3 Una fuerza P de 3 lb se apliea a una palanca que control a la ha- 
rrena de una bairedora de nieve. Determine el momenta de P respecto a A 
cuando a es igual a 30°. 

3 A La fuerza P se apliea a una palanca que controia la harrena de una 
barred ora de nieve. Determine la magnitud y la direccidn de la fuerza P mi- 
nima que tiene un memento de 19.5 lb * in. en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj respecto a A. 

3.5 Una fuerza F de 2.9 lb se aphea a una palanca que controia la ba- 
rren a de una barredora de nieve. Determine el valor de a si el momento de 
P respecto a A es en sentido contrario al de las manecillas del reloj y tiene 
una magnitud de 17 lb * in. 

3.6 Un r6tuIo est£ suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tensidn 
en BF es de 200 N, determine a) el momento de la fuerza ejercida por la ca- 
de na en B respecto a A y b) la fuerza minima aplicada en C que produce el 
mis mo momento respecto a A. 


— 3.4 in. — *- 



Figura P3.3, P3-4y P3.5 



Figura P3.6 y P3.7 


3.7 Un rdtulo est& suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tensidn 
en BF es de 200 N, determine a) el momento de la fuerza ejercida por la ca- 
clena en B respecto a A, b) la magnitud y el sentido de la fuerza vertical apli- 
cada en C quo produce el mis mo momento respecto de A, c) la fuerza mi- 
nima aplicada 6ri B que produce el mismo momento respecto de A. 




Figura P3.8 


3.8 Un atleta se estei ejercitando mientras carga en el tobillo, A, un pe- 
so de 5 lb s como indica la figura. Determine a) el momenta del peso respecto 
a la flexi6n de la rodilla en el punto B, b) la magnitud de la fuerza P muscular 
que forma un momento de igual magnitud respecto a B, c) la fuerza F mini- 
ma aplicada en C que crea el mismo momento que el peso respecto a B. 

3.9 Un malacate AB se usa para tensar cables a un poste. Si la tension 
en el cable BC es de 260 lb y las longitudes a, b , d miden 8, 35 y 76 in., res- 
pectivamente, determine el momenta, respecto a D, de la fuerza ejercida por 
el cable C mediante la descomposicion en sus componentes horizontal y ver- 
tical de la fuerza aplicada en a) el punto C, b) el panto E. 

3.10 Se debe aplicar una fuerza que produzca un momento de 7 840 
lb ■ in. respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si a = 8 in., b = 35 in. 
y d = 112 in., determine la tension que debe desarrollarse en el cable del 
malacate AB para erear el momento requerido respecto al punto D. 



Figura P3.9, P3.10 y P3.11 


3.11 Se debe aplicar una fuerza que produzca un momento de 1 152 
N ■ m respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si la capacidad del mala- 
cate AB es de 2 880 N, determine el valor minimo de la distancia d nece- 
saria para generar el momento especificado respecto a D, suponiendo que 
a = 0.24 m v b — 1.05 m. 

3.12 y 3. 13 La biela AB ejerce sobre la manivela BC una fuerza de 
2.5 kN dirigida hacia abajo y hacia el lado izquierdo a lo largo de la linea 
central de AB. Determine el momento de esa fuerza respecto a C. 



42 mm 


144 mm 


56 mm 

t 



42 mm 


Figura P3.13 


90 


Figure P3.12 


3.1 4 Un seguidor B circular con di&metro de 64 mm se sostiene con- Probiemas g-j 

tra la leva A como se muestra en la figura. Si la leva ejerce una fuerza con 
magnitud de 80 N sobre el seguidor a lo largo de la normal comun BC , de- 
termine el momento de la fuerza respecto a la articulacidn colocada en D. 



Figura P3.14 



y 


3.15 Obtenga los productos vectoriales BxC y B' X C 3 donde 
B = B', y use los resultados obtenidos para comprobar la identidad 

sen a cos £ = | sen (a + fi) H- y sen (a — jQ). 

3.1 6 Una lmea pasa por los puntos (630 mm, “225 mm) y (—210 mm, 
270 mm). Determine la distancia perpendicular d medida desde la Knea hasta 
el origen O del sistema coordenado. 

3.17 Los vectores Ay B est&n contenidos en el mis mo piano. Deter- 
mine el vector unitario normal al piano si A y B son iguales, respeetivamente, 
a a) 12i — 6j + 9k y — 3i + 9j — 7.5k, b) — 14i — 2j 4- 8k y 3i 4- 1.5j — k. 

3 . 18 Los vectores P y Q son dos lados adyacentes de un paralelogramo. 
Determine el Area del paralelogramo si a) P = (3 in.)i + (7 in Jj — (2 in.)k y 
Q = —(5 in.)i 4- (1 in.)j 4- (3 in.)k, b) P = (2 in.)i — (4 in.)j - (3 in.)k y Q = 
(6 in.)i — (1 in.)j 4- (5 in.)k. 

3.19 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza F = 
(7,5 N)i + (3 N)j — (4.5 N)k que actua en el punto A. Suponga que el vec- 
tor de position de A es a) r — —(6 m)i + (3 m)j + (1.5 m)k, i) r = (2 m)i — 
(0.75 m)j — (1 m)k, c) r = —(2.5 m)i — (1 m)j + (1.5 m)k. 

3.20 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza 
F = (3 lb)i — (6 lb)j + (4 lb)k que actua en el punto A. Suponga que el vec- 
tor de posici6n de A es a) r = —(7.5 ft)i + (3 ft)j — (6 ft)k, b) r = “(0.75 ft)i 
+ (1.5 ft)j “ (1 ft)k, c) r = “(8 ft)i 4- (2 ft)j - (14 ft)k. 

3.21 Un pequeno bote cuelga de dos gruas, una de las cuales se mues- 
tra en la figura. La tensidn en la lmea ABAD es de 369 N. Determine el mo- 
mento, respecto a C, de la fuerza resultante ejercida sobre las gruas en 
el punto A. 

3-22 Una fuerza de 36 N se aplica sobre la Have de. torsi6n para en- 
roscar la regadera. Si la lfnea de accidn de la Have es paralela al eje x y de- 
termine el momento de la fuerza respecto de A. 



Figura P3.21 



Figure 93.22 
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Figure P3.23 


3.23 Antes de colocar un cable telefdnico, la cuerda BAC se ata a ima 
estaca situada en B y se pasa por una polea en A. Si el tramo AC de la cuerda 
pertenece a un piano paralelo al piano xy, y la magnitud de la tensi6n T en 
la cuerda es de 62 lb, determine el momento respecto a O de la fuerza re- 
sultante ejereida por la cuerda sobre la polea. 

3-24 Una seccidn de una pared de concreto precolado se sostiene por 
medio de dos cables como se muestra en la flgura. Si la tensi6n en cada ca- 
ble, BD y FD, es de 900 y 675 N, respeetivamente, determine el momento 
respecto al punto O de la fuerza ejereida por a) el cable BD „ b) el cable FE. 



Flgura P3.24 


3.25 En un concurso de vencidas, uno de los competidores aplica una 
fuerza P sobre la mano de su oponente. Si AB — 15.2 in. y BC = 16 in., de- 
termine el momento de la fuerza respecto a C. 



Figure P3.26 


y 



Flgura P3.25 


3.26 El puntal de madera AB se emplea temporalmente para sostener 
el techo en voladizo que se iriuestra en la flgura. Si el puntal ejerce en A 
una fuerza de 228 N dirigida a lo largo de BA , determine el momento de es- 
ta fuerza respecto a C. 

3.27 En el problema 3.21, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta el tramo AD de la linea ABAD . 

3.28 Enel probl ern a 3 .23 , dete rm ine la d istan ci a perpendi cul ar desde 
el punto O hasta el tramo AC de la cuerda BAC . 



3.29 En el problems 3.23, determine la distancia perpendicular desde 3 - 9 ’ Producto escalar de dos vectores 93 

el punto 0 hasta el tramo AB de la cuerda BAC. 

3.30 En el problems 3.24, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta el cable BD. 

3.31 En el problems 3.25, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta la lfnea de accion de la fuerza P, 

3.32 En el problema 3,26, determine la distancia perpendicular desde 
el punto D hasta la lfnea que pasa por los puntos Ay R 

3.33 En el problema 3.26, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta la lfnea que pasa por los puntos Ay B. 



Figure P3.34 


3.34 Un jardinero desea conectar un tubo hidr^ulico desde el punto 
C, que se encuentra en el cimiento de un invemadero de 30 ft de largo, hasta 
una tuberla principal que pasa por los puntos A y B. Determine a) el valor 
de L que minimiza la longitud del tubo hidraulico requerido, b) la longitud 
del tubo requerido. 


3.9, PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 

El producto escalar de dos vectores P y Q se define com o el producto 
de las magnitudes de P y Q y el eoseno del angulo 6 formado por P 
y Q (figura 3.19), El producto escalar de P y Q se denota mediante 
P * Q, Entonces, se escribe 

P*O = P<?cos0 (3.24) 

Advierta que la expresidn reeten definida no es un vector sine un es- 
calar , lo cual explica el ndmbre de producto escalar; en virtud de la 
notation utilizada, P 1 Q tambi^n se conoee como el producto punto 
de los vectores P yQ 

A partir de su propia definition, se concluye que el producto es- 
calar de dos vectores es conmutativo , esto es, que 

P Q = Q - P (3,25) 



Figure 3.19 


Para demostrar que el producto escalar tambien es distributive , se debe 
probar la relacidn 


P-(Qi + Q2)*F-Qi + P-Qg 


(3.26) 
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Sin perder la generalidad, se puede suponer qtie P est£ dirigido a lo 
largo del eje y (figura 3.20) . Al denotar por Q la suma de Qi y Qa y 
por By el Angulo que forma Q con el eje y, el formino del lado izquierdo 
de (3.26) se expresa de la siguiente forma: 

p • (Qi + Qa) = P • Q = PQ COS By = PQ y (3.27) 

donde es la componente y de Q. De manera similar, el formino del 
lado derecho de (3.26) se puede expresar como 

P • Ql + P ■ Q2 = P(Ql)y + P(Q2)y (3-28) 

Debido a que Q es la suma de Qi y Q 2 , su componente y debe ser 
igual a la suma de las componentes en y de Q x y Q 2 . Por tanto, las ex- 
presiones obtenidas en (3.27) y (3.28) son iguales, con lo que queda 
demostrada la reladon (3.26). 

En lo concemiente a la tercera ptopiedad — la propiedad asocia- 
tiva — se debe senalar que no es aplicable a los productos escalares. 
De hecho (P * Q) * S no tiene ningun significado puesto que P • Q no 
es uri vector sino un escalar. 

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en 
forminos de las componentes rectangulares de cfichos vectores. Des- 
componiendo a P y a Q en sus componentes se escribe primero 

P * Q = (p x i + PJ + P % k) * + QJ + Q z k) 

Con el uso de la propiedad distributive P * Q se expresa como la suma 
de productos escalares, como P x i * Q x J y P x i - QJ. Sin embargo, a par- 
tir de la defmicion del producto escalar se concJuye que los productos 
escalares de los vectores unitarios son iguales a cero o a uno. 


i * i = 1 j • j = 1 k ■ k = 1 
i * j = 0 j * k = 0 k - i = 0 

Por tanto, la expresion obtenida para P * Q se reduce a 

P * Q — dr PyQy d PzQz 


(3.29) 


(3.30) 


En el caso particular, cuando P y Q son iguales 


P * P = Pjf + P 2 + Pi - P 2 


(3.31) 


ApJioaciones 

I, Angulo formado por dos vectores dados . Consid^rese que 
los dps vectores estan dados en terminos de sus componentes: 

P = P*i + PJ 4- P*k 
Q = Q*i + Qyi + ftk 

Para determinar el ingulo formado por estos dos vectores, se 
igualan las expresiones obtenidas para el producto escalar en 
(3.24) y (3.30) y se escribe 

PQ COS B - P X Q X + PyQy + PzQz 


Resolviendo para cos B , se tiene 


cos B = 


PxQx + PyQy + 

P<? 


(3.32) 


2. Proyeccidn de un vector sobre un eje dado . Considdrese 
u n vector P que forma un dngulb 0 con un eje, o linea di- 
rigida, OL (figura 3.21). La proyeccidn de P sobre el eje OL 
se define como el escalar 

Pol = P cos 6 (3.33) 

Se observa que la proyecci6n P OL es igual en valor absoluto al 
valor de la longitud del segmento QA ■ dsta serd positiva si OA 
tiene el mismo sentido que el eje OL , esto es, si 6 es agudo, 
y negativa en caso contrario. Si P y OL forman un Angulo rec- 
to, la proyeccidn de P sobre OL es cero. 

Consider© ahora un vector Q dirigido a lo largo de OL con 
el tnismo sentido que OL (figura 3.22). El producto escalar de 
P y Q puede expresarse como 


3.1 0. Producto triple mixto de tres vectores 



Figure 3.21 
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P • Q = PQ cos 6 - P 0 lQ 
por Io que se eoncluye que 

P * Q _ PxQx + PyQy + P zQz 
P Ot = Q “ Q 


(3.34) 


(3.35) 


En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo 
de OL es el vector unitario X (figura 3.23), se escribe 



(3.36) 



Figure 3.22 


Al descomponer P y X en sus componentes rectangulares y re- 
cordar, de la seccidn 2.12, que las componentes de X a lo lar- 
go de los ejes coordenados son iguales, respectivamente, a los 
cosenos directores de OL, la proyeccidn de P sobre OL se ex- 
presa como 

P OL = P x cos B x + P y cos 6 y 4- P z cos B z (3.37) 

donde B Xt B y y B z representan los Angulos que el eje OL forma 
con los ejes coordenados. 



Figura 3.23 


3.10. PRODUCTO TRIPLE MIXTO DE TRES VECTORES 

Se define al producto triple escalar o producto triple mixto de tres vec- 
tores S, P y Q como la expresidn escalar 


S:;(PX0. 


(3.38) 


la cual se obtiene formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q/ 


*En el eapftulo 15 se presen tar£ afro tipo de producto triple vectorial: el producto triple 
vectorial Sx ( P x Q). 
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Figura 3.24 


Figura 3.25 




XI producto triple escalar de S, P y Q se le puede dar una inter- 
pretacion geom6trica simple (figura 3.24). En primer lugar, recuerde 
de la seccidn 3.4 que el vector PxQes perpendicular al piano que 
oontiene a P y a Q y que su magnitud es igual al area del paralelogra- 
mo que tiene por lados a P y a Q. Por otro lado, la ecuacion (3=34) in- 
dica que el producto escalar de S y P X Q se puede obtener multiple 
cando la magnitud de P X Q (esto es, el 4rea del paralelogramo definido 
por P y Q) por la proyecddn de S sobre el vector PxQ (esto es, por 
la proyecddn de S sobre la normal al piano que contiene al paralelo- 
gramo). Por tanto, el producto triple escalar es igual en valor absoluto 
al volumen del paralelepfpedo que tiene por lados a los vectores S, P 
y Q (figura 3.25). Se debe senalar que el signo del producto triple es- 
calar s erit positive si S, P y Q form an una triada a mano derecha, y se- 
r& negativo si estos fiorman una triada a mano izquierda [esto es, S 1 (P 
x Q) sera negativo si se observa desde el extremo terminal de S, que 
la rotacidn que hace a P colineal con Q va en el sentido de las mane- 
cillas del reloj]. El producto triple escalar sera igual a cero si S, P y Q 
son coplanares. 

Como el paralelepipedo definido en el pdrrafb anterior es inde- 
pendiente del orden en que se tomen los tres vectores, todos los seis 
productos triples escalares que se pueden formar con S, P y Q tendrln 
el mismo valor absoluto, pero no el mismo signo. Se puede demostrar 
fj&cilmente que 


S • (P x Q) = P • (Q X S) = Q • (S X P) - - 

= -S • (Q X P) = -p * (S X Q) = -Q * (P x S) V ; 

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un circulo y 
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura 
3.26), se observa que el signo del producto triple escalar permanece inal- 
terado si se permutan los vectores en forma tal que estos todavla se pue- 
dan leer en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Se dice que 
una permutacion de este tipo es una permutacion circular. Tambi^n, a 
partir de la ecuacidn (3.39) y de la propiedad conmutativa de los pro- 
ductos escalares, se conduye que el producto triple escalar de S, P y Q 
se puede definir tan bien con S ■ (P x Q) como con (S X P) * Q. 

El producto triple escalar de los vectores S, P y Q puede ser 
expresado en terminos de las componentes rectangulares de estos vec- 
tores. Denotando a P X Q con V y con la formula (3.30) para exp re - 
sar el producto escalar de S y V, se escribe 

S‘(PXQ)-S‘V= S X V X + SyVy + S Z V Z 


Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones (3.9), 
se obtiene 


S • (P X Q) = S x (P y Q z - P z Q y ) + S y (P z Q x - P X Q Z ) 

+ SAPxQy ~ PyQx) (3.40) 


Esta expresidn se puede escribir en forma mas compacta si se observa 
que representa la expansitfn de un determinante: 




S'* (P x Q) - 



(3.41) 


Aplicando las reglas que gobieman a la permutacion de renglones en 
un determinante, pueden verificarse facilmente las reladones (3.39) 
que fueron derivadas a partir de consideraciones geometricas,- 


3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO 
AUNEJE DADO 


3.1 1 . Mo men to de una fuerza oon respecto 
a un eje dado 
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Ahora que se ha incrementado el conotimiento del algebra vectorial, se 
puede introducir un nuevo concepto; momento de una fuerza con res- 
pecto a un eje. Consid^rese nuevamente la fuerza F que actua sobre un 
cuerpo rigiao y el momento Mo de dicha fuerza con respecto a O (figu- 
ra 3.27). Sea OL un eje a trav^s de 0\ el momento Mq l de F con respec- 
to a OL se define como la proyeccidn OC del momento Mo sobre el eje 
OL . Representando al vector unitario a lo largo de OL como X y recor- 
dando, de las secciones 3.9 y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36) 
y (3.11) obtenidas para la proyeccidn de un vector sobre un eje dado y 
para el momento M 0 de una fuerza F, se escribe 

^iWicsai} -1^4 WSp - S: f ( 3 ■ 42 ) 



lo cual demuestra que el momento M OL de F con respecto al eje OL 
es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de X, 
r y F. Expresando a Mol en forma de determinante, se escribe 


Figure 3.27 


S\ t ! : ' , |tFj*rV 


(3.43) 


donde A x , X y> X z = cosenos directores del eje OL 

x, y, z = coordenadas del punto de aplicacidn de F 
F x , F y , F z = componentes de la fuerza F 

El significado fisico del momento Mot de una fuerza F con res- 
pecto al eje fijo OL se vuelve m&s evidente si se descompone a F en 
dos componentes rectangulares F 1 y F 2 con Fi paralela a OL y F 2 , eon- 
tenida en un piano P perpendicular a OL (figura 3.28). En forma simi- 
lar, descomponiendo a r en dos componentes r x y r 2 y sustituyendo a 
F y a r en 3.42), se escribe 



Mol - X • [(r, + r 2 ) X (F x + F*)] 

— X * (iq X F l ) + X - (r x X F 2 ) + X 4 (r 2 X F A ) + X * (r 2 X F 2 ) 

Con excepcion del tiltimo t^rmino del lado derecho, todos los produc- 
tos triples escalates son iguales a cero, puesto que involucran a vecto- 
res que son coplananes cuando se trazan a partir de un origen com tin 
(seccirin 3.10), se tiene 


Mol — X * (r 2 X F 2 ) (3.44) 

El producto vectorial r 2 X F 2 es perpendicular al piano P y represen- 
ts el momento de la componente F 2 de F con respecto al punto Q 
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar M OL , el coal ser $ positi- 
vo si r 2 X F 2 y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con- 
trario, mide la tendencia de F 2 a hacer rotar el cuerpo rfgjdo alrede- 
dor de OL. Como la otra componente Fi de F no tiende a hacer rotar 
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento M OL de F con 
respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F de impartide al cuer- 
po rigido un mocimiento de rotacidn alrededor del eje ftjo OL . 
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Figure 3.29 


A partir de la defmicion del momenta de una fuerza con respecto a 
un eje, se concluye que el momento de F con respecto a un eje coorde- 
nado es igual a la componente de M 0 a lo largo de dicho eje. Al sustituir 
X de manera sucesiva en la ecuacion (3.42) por cada uno de los vectores 
unitarios i, j y k, se observa que las expresiones asi obtenldas para los 
momentos de F con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec- 
tivamente, a las expresiones obtenldas en la seccidn 3.8 para las compo- 
nente s del momento M 0 de F con respecto a O; 

T~ yl?z : : r : 

| (3.18) 

Se aprecia que de la misma forma que las compbnentes F ri F y y F z de 
una fuerza F que actiia sobre un cuerpo rigido miden, respectivamen- 
te, la tendencia de F a mover el cuerpo rigido en las direcciones de x , 
y y z y los momentos M x% M y y M z de F con respecto a los ejes coorde- 
nados miden, respectivamente, la tendencia de F a impartirle al cuer- 
po rigido un movimiento de rotacidn alrededor de los ejes x, y y z. 

En general , el momento de una fuerza F aplicada en A con res- 
pecto a un eje que no pasa a traves del origen, se obtiene seleccionan- 
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando 
la proyeccion sobre el eje BL del momento Mb de F con respecto a B . 
Entonces, se escribe 

: Mbl $ X = X F) (3.45) 

donde r A / B = r A — representa al vector trazado desde B hasta A. 
r Expresando a M BL en forma de determinante, se tiene 
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donde k xy k yy k z — cosenos directores del eje BL 

X A/B ~ X A^~ X B yA/B = VB z A/B ~ Z A " 

F X} Fy 5 F z = componentes de la fuerza F 

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun- 
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con M C l el 
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene 

M CL *= k > [(r A - r c ) * F] 

= k * [(r A - r B ) X F] + A « [(r B - r c ) * F] 

Pero como los vectores X y r B — r c son polioeales, el volumen del pa- 
ralelepfpedo que tiene por lados a los vectores X, t b — r c y F es igual 
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec- 
d6n 3.10). Entonces, la expresi6n obtemda para M C t se reduce a su 
primer t£rmino> el cual es la expresidn empleada anteriormente para 
definir a M B l ■ De manera adicional, a partir de la seccidn 3.6 se con- 
cluye que cuando se calcula el momento de F con respecto a un eje da- 
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la Itnea de accidn de F. 



PROBLEMA RESUELTO 3.5 


Sobre el cubo de lado a actua una fuerza P, como se muestra en la figura. 
Determine el momento de P: a) con respecto a A, b) con respecto a la arista 
AB y c) con respecto a la diagonal AG del cubo; d ) con el resultado del in- 
ciso c), determine la distancia peq^endicular entre AG y FC. 


SOLUC16N 


a) Momento con respecto a A, A1 seleccionar los ejes x, y y % como 
se muestra en la figura, la foerza P y el vector r F / A = AF, trazado desde A 
hasta el pun to de aplicaci6n F de P, se descomponen cn sus componentes 
rectangulares, 

r f/A = ai - a] = a( i - j) 

P = (P/V 2)j - (P/VI) k = (P/V 2)(j - k) 

El momento de P con respecto a A es igual a 

M a = r F/A X P = fl(t - j) x (P/V2)( j - k) 

M a = (<?P/V2)(i + j + k) ^ 

fo) Momento eon respecto a AB. Proyectando a M A sobre AB, se 
escribe 

M AB = i ■ M A = i ■ (flP/V 2)(i + j + k) 

M ab = «P/VI ◄ 

Se verifica que, como AB es paralela al eje x , M A b tambfon es la compo- 
nente del momento M A . 

c) Momento con respecto a la diagonal AG. El momento de P 
con respecto a AG se obtiene proyectando a M A sobre AG. Denotando con 
A el vector unitario a lo largo de AG, se tiene 

AG ai — a\ — #k t ^ 

x = ag — wr~ = (1/v5)(i _ j _ k) 

M AC = X • M A = (1/V3)(i - j - k) ■ (aP/V 2)(i + j + k) 

M AC = (aP/V6)(l - 1 - 1) M a c = -flP/V 6 ^ 

Mcfof/o aitemntiro. El momento de P con respecto a AG tambien 
se puede expresar en forma de determinante; 


d) Distancia perpendicular entre AG y FC * Prim era se observa 
que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el 
producto escalart P ■ A y verificar que dicbo producto es igual a cero: 

P • X = (P/VI)(j - k) • (1/V3)(i - j - k) - (PV£)(0 - 1 + 1) = 0 

Entonces, el momento M AG puede ser expresado como -Pd, donde d es la 
distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto 
que para un observador ubicado en G, la rotation impartida al cubo por P 
ticne el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el 
valor encontrado para Mac en el iuciso c), se tiene 

M ag = ~Pd = -aP/V6 d = a/V6 < 
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En los problemas correspondientes a esta seccion, se aplicara el producto escalar 
o producto punto de dos vectores para determinar el dngxdo formado par dos vec- 
tores dados v para determinar la proyeccion de una fue rza sob re un eje dado . Tam- 
bi£n se utilizara el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el mo - 
rmnto de una fuerza con respecto a un eje dadbo y para determinar la distancia 
perpendicular entre dos Uneas. 


mm 


1. Cdlculo del angulo formado por dos vectores dados * Primero se expresa 
cada uno de los vectores en terminos de sus componcntes y se determinan las mag- 
nitudes de los dos vectores. Despues, se obtiene el coseno del angulo buscado con 
la division del producto escalar de los dos vectores entre cl producto de sus respec- 
tivas magnitudes [ecuacion (3.32)]. 


2 . Cdlculo de la proyeccion de un vector P sabre un eje dado OL, En ge- 
neral, se comienza con la expresidn en tdrminos de sus componentes de P y del 
vector unitario X que define la direccidn del eje. Sc debe tener cviidado de que X 
tenga el sentido correcto (esto cs, de que X este dirigido desde O hasta L). Enton- 
ces, la proyeceidn buscada es igual al producto escalar P - X. Sin embargo, si se Co- 
noco cl angulo 6 que forman PyX, la proyeccion tambien se puede calcular como 
P cos 6. 


mm 


3. Determinaeion del momento M af de una fuerza con respecto a un eje 
dado OL. Se definio a Mol como 

Mol = X * M 0 = X ■ (r X F) (3.42) 

donde X es el vector unitario a lo largo dc OL y r es el vector de posicion desde cual r - 
quier punto sobre la Ifnea OL hasta cualquier punto sobre la llnea dc accion de F. 
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el 
vector de posicion mas conveniente simplificara los calculos. Ademas, tambien se de- 
be recordar la advertencia de la leccion anterior; los vectores r y F deben toner el 
sentido correcto y ser colocados en la formula en el orden apropiado. El procedi - 
miento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuerza con respec- 
to a un eje se ilustra en el inciso c) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia- 
les en este procedimiento son; expresar primero a X, r y F en terminos de sus com- 
ponentes rectangulares para despu^s evaluar el producto triple escalar X ■ (r X F) 
con e) fin de determinar el momento con respecto al eje. En la mayoria de los pro- 
blemas tridimensionales, la forma m&s conveniente para calcular el producto triple 
escalar es emplear un de term in ante. 


Como se menciono anteriormente, cuando X esta dirigido a lo largo de uno de los 
ejes coordenados, M OL es igual al componente escalar de M 0 a lo largo de esc eje. 
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4 * Determination de la distancia perpendicular entre do s tineas . Se debe 
recordar que la componente perpendicular F 2 de la fuerza F es la que tiende a ha- 
cer quo el cuerpo ngido gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.28). Entonces se 
concluye que 

Mol = 

donde M OL es el momento de F alrededor del cjc OL y d es la distancia perpen- 
dicular entre OL y la lfnea de accion do F. Esta ultima ecuacidn proporciona una tec- 
nica simple para determinar d, Primero, supongase que la fuerza F de magnitud cono- 
cida F se encuentra a lo largo de una de las lfneas dadas y que el vector unitario A se 
ubica a lo largo de la otra lfnea. Dcspues, calcule el momento Mol de la fuerza F con 
respecto a la segunda lfnea con cl metodo que se presentd en los parrafos anteriores. 
La magnitud de la componente paralela de F , se obtiene utilizando el producto es- 

caJar; 

F ! = F * X 

El valor de ¥ 2 se determina a partir de 

f 2 = Vi' 2 - jF? 

Por ultimo, se sustituyen los vaiorcs dc M OL y F 2 en la ecuacidn Moc = ¥%dy se re- 
suelve para d> 

Ah ora se puede comprender que el calculo de la distancia perpendicular en cl inci- 
se d) del problema resuelto 3.5 se simplified debido a que P era perpendicular a la 
diagonal AG, Como, en general, las dos lfneas dadas no serin perpendiculares, la tec- 
nica recidn descrita se debe cmplcar cuando se desee determinar la distancia per- 
pendicular entre ellas. 





3.35 Dados los vectores P = — 4i + Sj — 3k, Q = 9i - j - 7k, y 
S = oi — 6j + 2k, encu entre los product os escalares P - Q. P S v Q S 

3.36 Obtenga los productos escalares B ■ C y B' * C, donde B = B 1 , 
y util ice los result ad os obtenidos para demos trar la i dent? dad 

cos ct cos )3 = ~2 cos (a + j3) 4- \ cos ( a — j3). 

3.37 Se utjltzan tres cables para sostener un contenedor como se in nos- 
tra en la figura. Determine el angulo formado por los cables AB y AD, 




ft 


Figura P3.39 y P3.40 


3.38 Para sostener un conteriedor, como se muestra en la figura, sc 
utilizan tres cables. Determine el angulo formado por los cables AC y AD. 

3.39 Los elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la 
figura est£n unidos en B y C, aseguvados mediante los cables EF y EG. Si E 
es el punto medio de BC y la tensibn en el cable EF es dc 110 lb, determine 
a) el Angulo entre EF y el elemento BC, b) la proyeccion sob re BC de la 
fucrza ejercida por el cable EF en el punto E, 

3.40 Los elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la 
figura estan unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF v EG . Si E 
es el punto medio de BC y la tensi6n en el cable EG es de 178 lb, determine 
a) el angulo entre EG y el elemento BC, b) la provecdon sobre BC de la 
fuerza ejercida por el cable EG en el punto E. 
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3.41 Eo la figura se muestra un masti] y parte dc los aparejos de un 
velero. Los elementos CD v EF pertenecen al mis mo piano, CD tiene lor- 
gitud de 7.5 m y forma im Angulo de 45° con una llnea vertical que pasa por 
C. Si cuando 0 = 15° la tensidn en la cuerda AB es de 230 N, determine 
a) cl Angulo entre las cuerdas AB y BD , b) la proyeccidn sobro BD de la fuer- 
za ejercida por la cuerda AB en el pun to B. 

3.42 En la figura se muestra un m Asti I y parte de los aparejos de im 
velero. I/js elementos CD y EF pertenecen al mismo piano, CD tiene lon- 
gitud de 7.5 m y forma un angulo de 45 D con una linea vertical que pasa por 
C. Si cuando 0 = 1.0° a tension en la cuerda BD es de 250 N\ determine 
a) el Angulo entre la cuerda BD y el arpdn CD , b) la proyeccidn sobre CD 
de la fuerza ejercida por la cuerda BD en el punto D . 

3.43 Determine cl volumen del paraleleplpedo de la figura 3.25 si 
a) P = (3 in.)i — (4 in.)j 4 (1 indk, Q — -(7 in.)i 4- (6 in.)j — (8 in.)k v 
S = (9 in.)i — (2 in.)j — (3 in.)k, h) P = -(5 in.)i - (7 in.)j 4- (4 in.)k 3 Q — 
(6 in.)i — (2 in.)j 4- (5 in.)k, y S = —(4 in.)i 4- (8 im)j - (9 in.)k. 

* 3.44 Dados los vectores P — —31 — 7j 4- 5k, Q = — 2i 4- j - 4k y 

S = 8i 4- SJ — 6k, determine el valor de para el que los tres vectores son 
coplanares. 

3.45 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B y se sostiene 
mediante un cable que pasa, sin friccidn, por un gancho colocado en E. Si la 
tension en el cable es de J. 349 N, determine el momento de la fuerza ejer- 
cida por el cable en C respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

f' 3.46 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B y se sostiene 

mediante un cable que pasa, sin friccidn, por un gancho colocado en £. Si la 
tens'rdn en el cable es de 1 349 N, determine el momento de la fuerza ejer- 
cida por el cable en D respecto a cada vino de los ejes coordenados. 

3.47 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero $u- 
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A y 9. Si la suma de me- 
mentos, respecto al eje z, de las fuerxus ejercidas por el cable sobre los pos- 
tes ubicados en B y C es de — 48 lb ■ ft, determine la magnitnd de T CD cuando 
Tha = 14 lb. 

3.48 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su- 
jeto a cada poste v anclado al suelo en los puntos A y D. Si la suma de mo- 

■ mentos, respecto al eje y, de las fuerzas ejercidas por el cable sobre los pos- 

tes ubicados en ByC es de 156 lb - ft, determine la magnitnd de Tjg A cuando 




Figura P3.41 y P3.42 



Figura P3.45 y P3.46 


x 


Figura P3.47 y P3.4B 


104 cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 3.49 Una fuerza P se aplica a la palanca de un to.millo de presion. Si P 

pertenece a un piano paralelo al piano i/z v A/ v = 26 N • m, ;Vf p/ = —23 N ■ m 
y M z — —4 N • m, determine la magnitud de P y los valorcs de 4> y 0. 



Figura P3.49 y P3.S0 


X 


3.50 Una fuerza P se aplica a la palanca de un Lomillo de presibn. Si 
P pertenece a un piano paralelo al piano yz y M y — — 20 N my M z - —3.5 
N ■ m, determine el momento de M y de P respecto al eje x cuando 0 = 60°. 

3.51 El poste udlitario BC estii retenidoporel cable AB comose mues- 
tra en la figura. Si la magnitud de la fuerza ejercida por el cable en B es de 
70 lb, y el momento de esa fuerza respecto al eje x es de —763 lb * ft, deter- 
mine la longitud del poste. 



Figura P3.51 y P3.52 


3.52 El poste utilitario BC estifr retemdo por el cable A B como se mues- 
tra en la figura. Si los mementos de la fuerza ejercida por el cable en el panto 
B respecto a los ejes x y z son, respect ivnmente, de —900 lb ■ ft y -315 lb * 
ft, determine la longitud del poste. 


Problem as 105 


3.53 El. marco ACD estd articulado en A y D y sc sostiene mediantc 
un cable, el cual pasa por un anil to colocado en B y esta unido a ganchos en 
G y H. Si la tension en el cable es de 1 125 N, determine el momenta, res- 
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BH 
del cable. 

3.54 El marco ACD estii articulado en Ay D y se sostiene mediante 
un cable, el cual pasa por un anillo colocado en B y esta unido a ganchos en 
G y H, Si la tension en el cable es de 1. 125 N, determine cl momenta, res- 
pecto a la diagonal AD, do la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG 
del cable. 

3.55 La section ABCD de una pasarcla inclinada en voladizo mide 2.4 
m de ancho y esta parcialmente sostenida por los elementos EF y GH. Si la 
fuerza compresiva ejercida por el elemento EF sobre la pasa re la en cl pu Ti- 
to F es do 24.3 kN. determine el momenta de esa fuerza respecto al borde 
AD. 



Figura P3.55 y P3.56 



3.56 La seceidn ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4 
m de ancho y esta parcialmente sostenida por los elementos FF y GH. Si la 
fuerza compresiva ejercida por et elemento GH sobre la pasarela en el pun- 
to H es de 21.3 kN. determine cl momenta de esa fuerza respecto id borde 
AD. 


3.57 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. Si una 
fuerza P se aplica a lo largo del horde BC como indica la figura, determine 
cl momenta de la fuerza P respecto al borde OA, 

3.58 Un tetraedro rectangular tiene scis lados de longitud a. a) De- 
muestre que dos hordes opuestos, como OA y BC, son mutuamente perpen- 
diculares. b) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.57 
para determinar la rlistancia perpendicular entre los bordes OA y BC. 



Figura P3,57yP3.58 


106 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 3,59 Un mastil se rnonta sobre el techo de una casa usando la men- 

sula ABCD y lo sostienen los cables EE\ EG y EH , Si la fuerza ejercida por 
eJ cable EF en el punto E es de 29.7 lb, determine el momento de esa fuerza 
respecto a la lfnea que une los puntos Del. 



Figura P3.59 y P3.60 


3.60 Un mlstil se monta sobre el techo de una casa usando la men- 
sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y EH . Si la fuerza ejercida por 
el cable EG en E es de 24,6 lb, determine el momento de esa fuerza respecto 
a la linea que une los puntos Del. 

3.61 Dos fuerzas y F 2 en el espacio tieren la misma magnitud F. 
Demuestrc quc el momento de F, respecto a la lfnea de accidn de F 2 es 
igual al momento de F 2 respecto a la lfnea de aceidn de F^ 

* 3,62 En el problem a 3.53, determine la distancia perpendicular en- 
tre el tramo BH del cable v la diagonal AD. 

* 3.63 En el problema 3.54, determine la distancia perpendicular en- 
tre el tramo BG del cable v la diagonal AD. 

*3,64 En el problema 3.59, determine la distancia peqrendicular en- 
tre el cable EE y la lfnea que une los puntos Del . 

* 3,65 En el problema 3.60, determine la distancia perpendicular en- 
tre el cable EG y la lfnea quo une los puntos Del. 

*3.66 En el problema 3.55, determine la distancia perpendicular en- 
Ire el elemento EF y el borde AD de la pasarela. 

*3*67 En el problema 3.56, determine la distancia perpendicular en- 
tre el elemento GH y el borde AD de la pasarela. 


3.12. MOMENTO DE UN PAR 
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Se dice que dos fuerzas F y —F que tienen la misma, magnitud , tineas 
de melon paralelas y sentidos opuestos forrnari un par (figura 3.30). 
Obviamente, la suma de las componentes de las dos fuerzas en cual- 
quier direction es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momen- 
tos de las dos fuerzas con respecto a un pun to dado no es cero. Aun- 
que las dos fuerzas no originaran nna traslacion del cuerpo sobre 
cl que cstan actuando, estas si tender&n a hacerlo rotar. 

Al representar con r A y r B> respectivamente, a los vec tores de po- 
sicion de los puntos de aplicacidri de F y — F (figura 3.31), se encuen- 
tra que la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a O es 

r A x F + r H x (— F) = (r A - r B ) x F 

Si se define r A — r B = r, donde r es el vector que une los puntos de 
ap bead on de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momen- 
tos de F v — F, con respecto a 0, esta representado por el vector 

M = r x F (3.47) 

El vector M se conoce como el momenta del par; se trata de un vec- 
tor perpendicular al piano que contiene las dos fuerzas y su magnitud 
esta dada por 

M = rF sen 0 — Fd (3.48) 

donde d es la distancia perpendicular entre las fineas de accion de F 
y — F. El sentido de M esta definido por la regia de la mano derecha. 

Como el vector r en (3.47) es independiente de la eleccion del ori- 
gen O de los ejes coordenados, sc observa que se obtencbia el mismo 
resuJtado si los momentos de F y — F se hubieran calculado con res- 
pecto a un punto O'. Por tanto, el momento M de un par es un vec- 
tor libre (seccidn 2.3) que puede ser aplicado en cualquier punto (fi- 
gura 3.32). 

A parti r de la definition del momento de un par tambien se con- 
cluye que dos pares, uno constituido por las fuerzas F 3 y — F i? y el otro 
constituido por las fuerzas F 2 y — Fo (figura 3.33) tendran momentos 
iguales si 

F\di = F 2 d 2 (3.49) 

y si los dos pares se encuentran en pianos paralelos (o en el mismo pia- 
no) y tienen el mismo sentido. 





Figura 3.31 



Figura 3.32 



Fotografia 3.1 Las fuerzas paralelas de 
igual magnitud ejercidas hacia arriba y 
hacia abajo sobre los brazos de ta cruceta, 
son ejemplo de un par. 


Figura 3.33 
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a) 

3.34 


3.13. PARES EQUIVALENTES 

La figura 3.34 muestra tres pares que actuan de manera sucesiva sobre 
la misma caja rectangular. Como se vio en la seccion anterior, el unico 
movimiento que un par le puede impartir a un cuerpo rigido es una ro- 
tadon, Como cada uno de los tres pares mostrados tiene el mismo mo- 
mento M (la misma direction y la misma magnitud M — 120 lb * in,), se 
pucde esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre la caja. 


x 


30 Ih 


b) c) 

For mas razonable que parezca esta conclusibn, no debe aceptarse 
de inmediato. Aunque la intuition cs de gran ayuda en el estudio de la 
mecAmca, no debe ser aceptada como un sustituto del razonamiento 16- 
gico. Antes de establecer que dos sistemas (o grupos) de fuerzas tienen 
el mismo efecto sobre un cuerpo rigido, esto debe demostrarse con ba- 
se en la evideneia experimental que se ha presen tado hasta este momen- 
to. Esta evideneia consiste en la ley del paralelogramo para la suma de 
dos fuerzas (seccidn 2,2) y en el principio de transmisibilidad (seccion 
3.3). For tanto, se establecerd que dos sistemas de fuerzas equivalentes 
(esto es, que dichos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cueipo ri- 
gido) si pueden transfonnar a uno de ellos en el otm par medio de una 
o varias de las siguientes operaciones : 1 ) reemplazar dos fuerzas que ac- 
tiian sobre la misma partfcula por su resultan te, 2) descompo ner a una 
fuerza en dos componcntes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas 
que actuan sobre la misma partfcula, 4) unir a la misma partfcula dos 
fuerzas iguales y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su Imea de 
accion. Cada una de estas operaciones se justifica faci.lmente con base 
en la ley del paralelogramo o en el principio de transmisibilidad. 

Abora se procede a demostrar que dos pares que tienen el mismo 
momenta M son equivalentes . Primero se consider an dos pares conte- 
nidos en el mismo piano y se supone que dicho piano coincide con el 
piano de la figura (figura 3.35). El primer par esta constituido por las 
fuerzas F] y — de magnitud F h las cuales estan localizadas a una 
distancia di entre sf (figura 3.35a), y el segundo par esta constituido 
por las fuerzas F 2 y —F 2 de magnitud F 2 , localizadas a una distancia 
d 2 entre si (figura 3.35ri), Como los dos pares tienen el mismo momen- 
to M, que es perpendicular al piano de la figura, ambos pares deben 
tener el mismo sentido (el cual se ba supuesto contrario al movimien- 
to de las manecillas del reloj) y la relation 

Fidi - F 2 d 2 (3.49) 

debe ser satisfecha. Para com pro bar que los dos pares son equivalentes, 
se debe demostrar que el primer par puede ser transform ado en el se- 
gundo por medio de las operaciones enumeradas con anterioridad. 





a) b) c) d) 

Figura 3.35 


AJ representor con A, £, C y D los puntos de intersection de las li- 
neas de accion de los dos pares, se deslizan primero las fuerzas Fi y 
— Fj[ hasta que est6n unidas, respectivamente, a A y B y como se mues- 
tra en la hgura 3.35 6, Entonces, la fuerza Fi se descompone cn una 
componente P a lo largo de la linea AB y una componente Q a lo lar- 
go de AC (figura 3.35c); similarmente, la Fuerza — F| se descompone 
er -Pa lo largo de AB y en — Q a lo largo de BD. Las fuerzas P y — P 
tienen la misma magnitud, la misma linea de accion y sentidos opues- 
tos; tales Fuerzas pueden moverse a lo largo de su linea de accion co- 
rmin hasta aparecer apl icadas en el mis mo punto para que, entonces, 
puedan ser canceladas. Por tanto, el par Formado por Fi y — F A se re- 
duce al par constituido por Q v — Q. 

A continuation se coinprueba que las fnerzas Q v — Q son iguales, 
respectivamente, a las fuerzas — F 2 y F 2 . El momento del par Formado 
por Q y “Q puede obtenerse cal cu l an do el momento de Q con respec- 
to a B; en forma similar, el momento del par formado por y — F L es 

el momento de F : con respecto a B. Pero, por el teoroma de Varignon, 
el momento de Fi es igual a la suma do los momentos de sus compo- 
nentes P v Q. Como el momento de P con respecto a B es igual a ce- 
ro, el momento del par formado por Q y -Q debe ser igual al momen- 
to del par formado por F x y — Fj. Recordandn (3.49), se escribe 

Qtk = F]d] = F 2 d 2 y Q = F 2 

Por tan to, las fuerzas Q y — Q son igual es, respectivamente, a las fuer- 
zas — F 2 y F 2 , y el par de la figura 3,35rt es equivalente al par de la Fi- 
gura 3.3 5d. 

Considere ahora dos pares contenidos en pianos paralelos ?i y P 2 ; a 
continuaci6n se demostrara que dichos pares son equivalentes si tienen 
el mismo momento. En virtud de lo que se ha presentado hasta ahora, se 
puede suponer que am bos pares estan constituidos por fuerzas que tic- 
nen la misma magnitud F y que actuan a lo largo de lineas paralelas (fi- 
gura 3.36c yd). Se pretende demostrar que el par contenido en el piano 
Pi puede ser transformado en el par contenido en el piano P 2 p or medio 
de las operaciones estandar que ya se mendonarom 

Considere dos pianos defmidos, respectivamente, por las lineas de 
accion de Fi y —F 2 y por las lineas de accion de — F] y F 2 (figura 3.366). 
En un punto sobre la linea de interseccidn de los dos pianos se unen 
dos fuerzas F 3 y — F 3 , que son iguales, respectivamente, a v ~F\. 
El par formado por Fi y ^F 3 puede ser reemplazado por un par cons- 
tituido por F 3 y — F 2 (figura 3.36c) puesto que, obviamente, am bos pa- 
res tienen el mismo momento y estan contenidos en el mismo piano. 
En forma aniloga, el par formado por — F| y F 3 puede ser reemplaza- 
do por un par constituido por— F 3 y F 2 . Cancelando las dos fuerzas igua- 




o) 




c) 


Pi 



d) 

Figura 3.36 
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110 ^uen^ n9 dOS slstemas ^ ulvalentes les y opuestas F 3 y — F 3 , se obtiene el par deseado en e] piano P 2 (fi- 

gura 3.36d). En cste sentido, se concluye que dos pares que tienen el 
mismo momento M son equivalentes si estan contenidos en el mismo 
piano o en pianos paralelos. 

La propiedad que se acaba do estahlecer es muy importante para 
entender correctamente la medmica de los cnerpos rfgidos. Esta pro- 
piedad indica que cuando un par actiia sobre un cuerpo rigido, e$ irre- 
levante donde actiian las dos fuerzas que form an al par o cuales son la 
magnitud y la direccion que esas fuerzas tienen. Lo unico que importa 
cs el momento del par (su magnitud v direccidn). Los pares con el mis- 
mo momento tendr£n el mismo efecto sobre el cueTpo rfgido. 





Mi 



Figura 3.37 


3.14. ADICION 0 SUMA DE PARES 

Considere dos pianos P y y P 2 que se intersecan y dos pares que actuan, 
respectivamente, en Pi y P 2 . Se puede suponer, sin perder la genera- 
lidad, que el par en Pi consta de dos fuerzas F x y — Fi peqpendicula- 
res a la linea de intersecci6n de los dos pianos y que actiian, respecti- 
vamente, en A y B (figura 3.37 a). En forma similar, sc supone que el 
par en P 2 consta de dos fuerzas F 2 y — F 2 perpendicu lares a AB y que 
actiian, respectivamente, cn A v B. Es obvio que la resultante R de Fi 
y F 2 y I a resultante — R de — F* y — F 2 forrnan un par. Si se represen- 
ts con r el vector que une a B con A y si recordamos la definition de 
par (section 3.12), el momento M del par resultante queda expresado 
como sigue: 

M = r x R = r X (F, + F 2 ) 

v, por cl teorema de Varignon, 

M = rXF[ + rXF 2 

Pero el primer ter mino en la expresion oh ten Ida representa al momento 
Mi del par en P 1 y el segundo t^rrnino representa al momento M 2 del 
par en P 2 . Asf se tiene 

M = Mj + M 2 (3.50) 

y se concluye que la suma de dos pares cuyos momentos son iguaies a 
M* y M 2 es un par de momento M Lgual a la suma vectorial de M t y 

M* (figura 3.37fc). 


3.15. LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE 
POR MEDIO DE VECTORES 

Como se vio en la seccidn 3. 13. los pares que tienen el mismo momen- 
to, sin importar si actuan en el mismo piano o en pianos paralelos, son 
equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de dibujar las fuerzas que en 
realidad forman un par dado con el propdsito de definir el efecto que 
dicho par tiene sobre un cuerpo ngido (figura 3.38a). Es suficiente di- 
bujar una flecha igual en magnitud y d treed tin al momento M del par 
(figura 3.38 b)< Por otra parte, en la seceidn 3.14 quedo expresado que 
la suma de dos pares es otro par y que el momento M del par resul- 
tante puede obtenerse mediante la suma vectorial los momentos y 
M 2 , de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley pa- 
ra la aditibn de vectores y la flecha usada en la figura 3.38 b para re- 
presen tar al par definido en la figura 3.38^ puede considerarse como 
un vector verdadero. 


3.16. Descomposicion de una fuerza dada 
en una fuorza en Oyun par 



Flgura 3.38 


El vector que representa un par recibe el nombre de vector (le par \ 
Obscrvcse que en la flgura 3.38 se uso una flecha roja para clistinguir al 
vector de par, la cual representa al par mismo, del momenta del par, que 
se represento con una flecha verde en figuras anteriores. N6tese tam- 
bien que se ha agregado el sfmbolo ^ a esta flecha roja con el fin de evi- 
tar cualquier confusion con los vectores que representan fuerzas. El vec- 
tor dc par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su 
pun to de aplicacion puede ser elegido en el origen del sisteina de coor- 
denadas si asf se desea (figura 3.38c). Ademds. el vector del momento M 
se puede descomponer en coinponcntes vcctoriales M y y M z , las 
cuales estdn dirigidas a lo largo de los ejes coordenados (flgura 3,38ri). 
Esas coniponentes vcctoriales representan pares que actuan, respecti- 
vamente, en los pianos yz , zxyxy. 

3,16. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA DADA 
EN UNA FUERZA EN O Y UN PAR 

Considers una fuerza F que actiia sob re un euerpo rigido en un p un- 
to A definido por el vector de posicion r (flgura 3.39d). Suponga que 
por alguna razon se qniere que la fuerza actue en el punto O. Aunque 
F se puede mover a lo largo de su lfnea de accidn (principio de trans- 
mi si hi tidad), no es posible moverla al punto O, que no se encuentra 
sobre la lfnea de accidn original de la fuerza, sin modifiear eJ efccto 
que F tiene sobre cl euerpo rigido. 


a) 

Flgura 3.39 


Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F 
y otra igual a -F, sin modifiear el efecto que la fuerza original tiene so- 
bre el euerpo rigido (figura 3.39b). Como una consecuenda de esta 
transformaeion, ahora una fuerza F se aplica en O; las otras dos fuerzas 
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Figura 3.39 (repetlda) 


form An un par con un momento M 0 = rXF. Por tanto, cualquier fuer- 
za F (jue actue sob re u n cuerpo rigkfo puede ser trndad.ada a un pun to 
arhitrario O siempre y cuandase agregueun parcuyo momento sea igual 
al momenta de F con respecto a O. El par tiendc a impariirle a l cuerpo 
rigido cl mismo movimiento de rotacion alrededor de O que la fuerza F 
oeasionabu antes de que fuera trasiadada al punto O. El par se represen - 
ta por el vector de par M 0 que es perpendicular al piano que contiene 
a r y a F Como M 0 es un vector libre, puede ser aplicado en cualquier 
lugar; sin embargo, por conveniencia, usual mente el vector de par se fi- 
ja en O, junto con F, y se hacc referenda a la combi naci on obteni da co- 
mo un sistema fuerza-par (Figura 3.39c). 

Si la fuerza F se hubiera trasladado del pun to A a un punto dife ren- 
te O' (figura 3.40c y c), se tendria que calcukr el momento M (y = r ' 
x F de F con respecto a O' y se hubiera Fijado a O' un nuevo sistema 
fuerza-par const ituido por F y por el vector de par M 0 '- La relacion que 
existe entre los mementos de F con respecto a O y a O’ se ohtiene 

M 0 =r'xF=(r + $)xF~rXFH-sxF 

Mo — Mo + s X F (3,51) 


donde s es cl vector que une a O' con O. De esta manera, el momento 
M 0 ' de F con respecto a O' se ohtiene sum indole al momento M 0 de 
F coil respecto a O el producto vectorial s X F que represen ta el mo- 
mento con respecto a O' de la fuerza F aplicada en O. 



a) 

Figura 3.40 


b) 





Fotograffa 3.2 La fuerza ejercida por cada mano 
sobre la Have puede reemplazarse por un sistema 
equivalents fuerza-par que act da sobre la tuerca. 


Este resultado tambien pudo obtenerse observando que, para tras- 
ladar a O' a) sistema fuerza-par unido a O (figura 3.40/? y c), el vector 
de par Mq se puede mover libremeute a O'; sin embargo, para mover 
la fuerza F de O a O' es necesario agregarle a F un vector de par cuyo 
momento sea igual al momento con respecto a O' de la fuerza F apli- 
cada en O. Por tanto, el vector de par M 0 < debe ser igual a la sum a de 
M 0 y el vector s X F. 

Como ya sc ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a parti r 
de trasladar una fuerza F de un punto A a un punto O consta de un vec- 
tor de fuerza F v de un vector de par M 0 peq^endicular a F. Por el con- 
trario, cualquier sistema fuerza-par que conste de una fuerza F y de un 
vector de par M G que sean mutuamente perpendiculares > puede ser 
reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se I leva a cabo mo- 
viendo la fuerza F en el piano perpendicular a M 0 hasta que su momen- 
to con respecto a O sea igual al momento del par que se desea eliminar. 






PROBLEMA RESUELTO 3.6 


Determine las componentes del par simple q ue es equivalente a los dos pa 
res mostrados. 


RMMHHm 


SOLUCION 


Los calculos se simplificardii si se fijan cn A dos fuerzas de 20 lb iguales y 
opuestas. Esto pcrmitiri reemplazar al par original de las fuerzas de 20 lb 
por dos nuevos pares originados por fuerzas de 20 lb, uno de los cuales se 
eucuentra en el piano zx ■ el otro se encuentra en un piano paralelo al piano 
xy< I>os tres pares mostrados en el croquis ad junto pueden ser represent ados 
por tres vectores de par M x , M iy y M~ dirigidos a lo largo de los ejes coordc- 
nados, T/)s momentos corrcspondientes son 


M x = -(30 lb)(18 in.) = -540 lb • in 
M y = -l- (20 Ib)(l2 in.) = +240 lb * in 
M z = +(20 lb)(0 in.) - +180 lb ♦ in. 




Estos tres momentos represent an las componentes del par simple M, 
valcnte a los pares dados. Asi, sc escribe 


Solution altemativa. Las componentes del par equivalente simple 
M tambi^n pueden ser determinadas calculando la suma de los momentos 
de las cuatro fuerzas dadas con respecto a un punto arbitrario. Si se elige al 
punto D 3 se escribe 


y despu6s de ealcular los diversos productos Cruz se tiene 



PROBLEMA RESUELTO 3.7 


Rcemplace el par y la fuerza mostrados en la figiira por una sola fuerza equi- 
valcnte aplicada a la palanca. Determine la distancia desde el eje basta el 
pun to do aplicacion de esta fuerza equivalente. 




SOLUCION 


Primero se reemplazan la fuerza y cl par dados por un sistema equivalente 
fuerza-par en O, La fuerza F = —(400 N)j se mueve aOyal mis mo tiem- 
po se agrega un mom onto M 0 igual al momento con respecto a O, de la fuer- 
za en su posici6n original. 


Este par se suma al par form ado por las dos fuerzas de 200 N, cuyo momen- 
to es igual a —(24 N ■ m)k y se obtiene un par cuyo momento es igual a -(84 
N ‘ m)k. Este dltimo par puede scr eliminado aplieando la fuerza F cn un 
punto C seleccionado dc manora que 


OC x F 

[(OC)cos 60°i 4 (OC) s 
-(DC) cos fi0°(400 N)k 


Entonces, se concluve 


Solucidn alternative* Como el efeeto dc un par no depende de su 
ubicacion, el par cuyo momento es igual a -(24 N * m)k puede trasladarse 
a B; por tan to, se obtiene un sistema fuerza- par en B. A bora el par puede 
ser ebminado aplicando la fuerza F en un punto C elegido dc man era que 


(24 N ■ m)k - BC xF 

= -(BC) cos 60°(400N)k 


(BC) cos 60° = 0.060 m — 60 mm BC = 120 mm 
OC — OB 4- BC — 300 mm 4 120 mm OC — 420 mm 




RESOLUCION DE PROBLEMAS 


EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccidn se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro- 
blcmas qua se presentan a contimiacion es necesario recordar que cl efecto neto 
dc un par consiste en producir im momento M. Como dicho momento es indepen- 
die nte del pun to con respacto al cual se calcula, M es un vector libre y, por tan to, 
pcrmanece inalterado a medida que se mueve de un punto a otro. Ademas, dos pa- 
res son equivalents (esto es, ambos tienen el mismo efecto sobrc un cuerpo rigi- 
do dado) si producen el mismo momento. 


Al dcterminar el momento de un par, pueden aplicarse todas las tecnicas vistas ante- 
rior me nte para calcular momentos. Ademas, como el momento de un par es un vec- 
tor libre, debe ser determinado empleando el punto que resulte mas conveniente. 


En virtud de que el unico efecto de un par es producir un momento, es posible re- 
presentar un par por medio de un vector, cl vector de par , que es igual al momento 
del par. El vector de par es un vector libre y ser& representado por un sunbolo es- 
pecial, '>£ para distinguirlo de los vectorcs de fuerza. 


Al resolver los problem as propuestos de esta leccidn se tendran que llevar a cabo las 
siguientes operaciones: 


i* Sumar dos o mas pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se ob- 
tiene con la suma vectorial de los momentos de los pares dados fproblema resuelto 
3 6], 


2 * Reemplazar a una fuerza por un sistema equivalent e fuerza-par en un 
punto especificado* Como sc explied en la secci6n 3.16, la fuerza del sistema 
fuerza-par es igual a la fuerza original, mien tr as que el vector de par requerido es 
igual al momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Ademas, es im- 
portante senalar que la fuerza y cl vector de par son perpendiculares entre sl Por el 
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede reducir a una sola fuerza 
s61o si la fuerza y el vector dc par son mutuamente peqDcndiculares (vease el si- 
guiente p^rrafo). 


3* Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a Mj con una 
sola fuerza equivalente* Obs^rvese que el requisito de que FyM sean mutua- 
mente perpendiculares se cumplira en todos los problemas bidimensionales. La 
fuerza equivalente tinica es igual a F y se aplica en forma tal que su momento con 
respecto al punto original de aplicaci6n sea igual a M [problcma resuelto 3.7]. 
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Problemas 



3.68 Una placa dc acero esta sometida a la action de dos pares, segun 
muestra la figure Determine a) el momento del par form ado por las dos 
fuerzas de 40 N, b) el valor de a si d — 820 mm, y la resultante de los 
dos pares es de 8 N * m en sentido contrario al de las maned 11 as del rcloj, 
c) la distancia perpendicular entre las dos fuerzas de 24 N si la resultante de 
los dos pares es cero. 



Flgura P3.69 



3.69 Una pieza de madera laminada en la que se estan taladrando su- 
cesivajnente varies orificios se asegura a un banco de trabajo por medio de 
dos clavos, Si el taladro cjerce un par de 12 N ■ m sob re la pieza de made- 
ra, determine la magnitud de Las fuerzas resultantes aplieadas a los clavos si 
estos se encuentran a) en A y iJ, 6) en B y C, c) en A y C< 

3.70 La placa de acero mostrada en la figura sostiene seis rodillos ten- 
sores de 2 in. de diametro mo n tad os sobre la placa. Dos ban das planas pas an 
al rede dor de los rodillos, de los cuaies A y D se ajustan para que la tension en 
cada banda sea de 10 lb. Determine a) el par resultante que act da sobre la pla- 
ca si a = 8 in., b) el valor de a para el cual el par resultante que aetda sobre la 
placa es dc 480 lb ■ in. en el mis mo sentido que las maned I las del reloj. 
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Flgura P3.70 
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3.71 Dos clavijas de 2.4 in. de diamctro estdn montadas en Ay C so- 
bre una placa de acero, y dos barras est£n conectaclas a la placa en By D, 
Se pasa una cuerda alrededor de las clavijas y se jala como indica la figura, 
mientras que las barras ejercen fuerzas de 2.5 lb sobre la placa tal como se 
rnuestra. a) Determine el par resultante que actua sobre la placa si T — 9 lb, 
b) Si unicamente se usa Ja cuerda. ^en que direccion deberia jalarsc para ge- 
nerar cl mismo par con la minima tension? c) Determine el valor de csa ten- 
sion minima. 



2 .: 


Figura P3.71 


i 

5 1b 


15.2 in.- 


1 1.4 in. 


T 


3.72 Los dos cjes de un reductor de velocidad estan sometidns a la ac- 
tion de los pares M± = 18 N ■ m y = 7.5 N ‘ m, respectivamentc. Rcom- 
placc ambos pares por un solo par equivalente y especifique su magnitud y 
la direccion de su eje. 

3.73 y 3.74 Si P = 0, reemplace los dos pares restantes por un solo 
par equivalente; especifique su magnitud v la direccidn de su eje. 



Figura P3.72 


V 



Figura P3.74 y P3.75 


Figura P3.73 y P3.76 


x 


3.75 Si P = 90 N, reemplace los tres pares por un solo par equivalen- 
te; especifique su magnitud y la direccibn de su eje. 

3.76 Si P = 52.5 lb, reemplace los tres pares por un solo par equiva- 
lente; especifique su magnitud y la direction de su eje. 


y 



Figure P3.77 



3.77 Durante un proceso de manufactura, so taladran simultaneamen- 
te tres agujeros en una pieza de trabajo, Si los agujeros son perpendicuiares a 
la superficie de la pieza de trabajo, re emplace los pares aplicados a las brocas 
por un solo par equivalente; especifique su magnitud y la direccion de su eje. 

3.78 Una fuerza P con magnitud de 1 60 N se apliea a la mano dc un 
hombre como se muestra en la figura. Sustituya P con un sistema equivalen- 
te fuerza-par en a) el codo B,b) el hombro C. 

3.79 Una fuerza vertical P de 135 N se apliea en A a la mcnsula que 
se muestra en la figura, la cual se sostiene por medio de los tomillos coloca- 
dos en B y C. a) Reemplace P con nn sistema fuerza-par equivalente en £, 
b) Encuentre bis dos fuerzas horizon tales en B v C que son equivalentes al 
par obtenido en el inciso a). 



Figure P3.78 


3.80 Una fuerza P de 700 N se apliea cn el punto A de un elemento 
estructuraf Recmplace P con a) un sistema equivalente fuerza-par en C, 
b) un sistema equivalente constituido por una fuerza vertical en B y una se- 
gvinda fuerza cn D. 




Figure P3.$0 


T 

50 mm 


75 mm 


Flgura P3.79 



Figure P3.81 


3.81 Un remoleador ejerce una fuerza de 2.8 kN a lo largo de su eje, 
en el punto B y sohre una barcaza. Reemplace la fuerza aplicada en B con un 
sistema equivalente formado por dos fuerzas paralelas aplicadas en A y C. 

3.82 Un disenador de jardines trata de colocar en posicidn vertical un 
drbol aplicando una fuerza de 54 lb, como indica la 0gura. Despuds, dos avu- 
dantes intentan hacer lo mismo jalando, uno de ellos, en B y v e) otro, empu- 
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Figure P3.82 
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jando con una, fuerza paralela en C. Determine estas dos fuerzas flc taJ for- 
ma quo scan equivalentes a la fuerza unica dc 54 lb mostrada. 


3.83 Un clisenador de jandines trata de colocar en posicion vertical el 
arbol dc la figura P3.82 al aplicar una fuerza de 54 lb, a) Reemplace esta 
fuerza con vm sistema equivalente fuerza-par aplicado en C.b) Dos ayudan- 
les intentan haccr lo mismo con el arbol, uno aplica una fuerza horizontal en 
C v el otro jala en B. Determine esta s dos fuereas si son equivalentes a la 
fuerza unica del inciso a)< 

3.84 Una fuerza y un par se aplican a una viga. a) Reemplace este sis- 
tema con una sola fuerza F aplicada en el punto G > y determine la distancia 
d. b) Resuelva el inciso a) suponiendo que se jntercambian las direcciones 
de las dos fuerzas de 150 lb. 

3.85 Tres trabajadores tratan de mover una caja de madera de 1 X 
1 X L2 m aplicando las tres fuerzas horizon tales que se muestran an la fi- 
gure a) Si P = 240 N\ reemplace las tres fuerzas con un sistema fnerza-par 
equivalente en A. b) Reemplace el sistema fuerza-par del inciso a) por una 
sola fuer/a, y determine el lugar del lado AB sobre el que dehena aplicarse. 
c) Determine la magnitud de P, de tal forma que las tres fuerzas puedau 
reemplazarse por una sola fuerza aplicada en 


y 


FJgura P3.85 



3.86 Para abrir una valvula de agua instalada en el suelo> dos trabaja- 
dores aplican las fuerzas horizon tales indicadas en la flgura sobre la manija 
de la valvula roscada, Muestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola 
fuerza v cspccifique, si es posible, el punto de aplicacion de dicha fuerza so- 
bre la manija ABC < 

3.87 Tres cables couectados a un disco ojcrcen sobre este las fuerzas 
indicadas en la flgura, a) Reemplace las tres fuerzas con un sistema fuerza- 
par equivalente en A, b) Determine la fuerza unica que es equivalente al sis- 
teiria fuerza-par obtenldo en el inciso a X y especidque su punto de aplica- 
cidn sobre la linea que pasa por los puntos A y D, 




320 X 


Flgura P3.86 



Flgura P3.87 
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Figura P3.88 


3.88 Una fuerza y un par que pertenecen aJ piano yz se aplican al ex- 
tremo de una viga de patfn ancho en voladizo. Este si sterna debe reempla- 
zarse por una sola fuerza equivalence, a) Para 6 — 15°, determine la magni- 
tud y la linea dc accidn de la fuerza equivalente. b) Determine el valor de 9 
si la lfnea de accidn de la fuerza equivaleute debe intersecar a la linea que 
pasa por lo$ puntos B v C a 40 mm por arriba de C. 

3.89 Una placa trapezoidal esta sometida a la fuerza P y al par que se 
muestran en la figura. Determine a) el pimto de aplicacibn sobre la placa de 
la fuerza F mfnima equivalente al si stern a dado, h) la magnitud y la direc- 
cidn dc F. 



3.90 Una fuerza excentrica y comprcsiva P de 250 kN se aplica al e\- 
tromo de una columna. Reemplacc P con un sistema fuerza-par equivaJen- 
te en C. 


y 


V 



Figura P3.91 y P3.B2 



Figura P3.90 


3.91 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par- 
te inferior de una viga I para elevar un grab tanque cilmdrico, Si la tension 
en la cuerda AB es de 54 lb, reemplace la fuerza ejercida en A por la cuer- 
da AB con un sistema equivalente fuerza-par en E. 

3.92 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par- 
te inferior de una viga I para elevar un gran tanque cilmdrico. Si la tension 
en la cuerda CD es de 61 lb, reemplace la fuerza ejercida en C por la cuer- 
da CD con un sistema equivalente fuerza-par en O. 


P rob Jennas 121 


3.93 La grua de brazo mostrada en la figura se orienta de rnanera que 
su aguildn AD sea paralelo a I eje x y se utiliza para mover ima caja pesada. 
Si la tension cn el cable AB es de 10.5 kN, reemplace la fuerza cjercida por 
el cable cn A con un sistema equivalente fuerza-par cn el centro O de la ba- 
se de la griia. 

3.94 Un plomero aplica una fuerza de 220 N sobre el mango de una Ha- 
ve, mientras retira una conexion del extremo de un tubo. Si la Have y la fucr- 
za pertenecen a un piano vertical paralelo al piano yz, reemplace la fuerza con 
un sistema equlvalente fuerza-paren el origen del sistema coordenado. 


y 



Figura P3.94 



Figura P3.93 


3.95 Una fuerza F de 63 lb y un par M de 560 1b ■ in. se aplican a la 
esqnina A del bloque mostrado en la figura. Reemplace el sistema fuerza- 
par dado con un sistema equivalente fuerza-par en la esquina D. 

3.96 El pulidor manual de una rectificadora industrial en miniatura 
pesa 2,4 N y su centro de gravedad esta loealizado sobre el eje y. La cabeza 
del pulidor esta desviada del piano xz de rnanera que la lmea BC forma un 
angulo de 25° con la direccidn x, Muestre que el peso del pulidor manual y 
los dos pares M t y M 2 se pueden reemplazar con una sola fuerza equivalen- 
te. Ademds, suponiendo que M v — 0.068 N ■ in y = 0,065 N ■ m. deter- 
mine a) la magnitud y la direccidn de la fuerza equivalente, b) el punto don- 
de su linea de accidn interseca al piano xz. 


► 


f 



Figura P3.96 



Figura P3.95 
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3.97 Una fuerza F : de 20 lb y un par de 40 lb ■ ft se aplican en la 
csquina £ dc la placa rloblacia quo se muestra en la figura. Si Fi y Mj de- 
ben reemplazarse por nil sistema equivalent© fucsrza-par (F 2 . M 2 ) en la es- 
quina B y si [M 2 ) z = 0, determine: a) la rlistancia d y b) F 2 y M 2 , 



3.17. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA FUERZA Y UN PAR 

Considerese un sistema de fuerzas Fj, F 2> F 3 , . . . que actuan sobre 
un cuerpo rigido en los puntos A], A 2 , A 3 , . . . defimdos por los Hecta- 
res de position iq, r 2 , r 3 , etc* (figura 3.41a). Como se vio en la seccion 
anterior, F^ puede ser trasladada de A\ a un punto dado O, si se agre- 
ga al si sterna original de fuerzas un par de moinento M t , igual al mo- 
uiento iq x F| de F L con respecto a O. Si se repite este procedirni.cn- 
to con F 2 , F 3 , . . . 3 se obtiene el sistema mostrado en la figura 3.41/?, 
que consta de: bis fuerzas origin ales, abora actuando en O. y los vec- 
tored de par que ban sido agregados. Como ahora las fuerzas son con- 
currcntes, pueden ser sumadas vectorialmcnte y reemplazadas por su 
resultante R. De manera similar, los vectores de par M 2 > M 3 , . . . 
pueden sumarse vectorial men te y ser reemplazados por un solo vector 
de par Mo, Por tan to, cualquier sistema de fuerzas, sin importar qu£ 
tan cornplejo sea, puede ser redueido a un sistema equivalente fuerza- 
par que aclua en un punto dado O (figura 3.41c). Se debe observar que 
mientras cada uno de los vectores de par Mi. M 2 , M 3 , . . . , en la fi- 
gura 3.41 b es perpendicular a la fuerza que le corresponde, en gene- 
ral la fuerza rcsuJtante R y el vector de par resultante Mq en la figu- 
ra 3.41c no ser£n perpendicu lares entre sf. 




c) 


Figura 3.41 


b) 


El si stem a equivaJente fuerza-par est4 defmido por las ecuaciones 
R = £F Mo = SMo = 2(r x F) (3.52) 
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Las cuales expresan que la fuerza R se obticnc sumando todas las fuer- 
zas del sistema, mientras que el moinento del vector de par resultante 
Mo, denominado moinento resultante del sistema, se ohtiene sumando 
los mornentos de todas las fuerzas del sistema con respecto a O. 

Una vez que un sistema de fuerzas dado se ha reducido a uua fuer- 
za v un par que actua en el punto O, dicho sistema puede reducirse a 
una fuerza y un par actuando en cuaJquier otro punto O'. Mientras que 
la fuerza resultante R permanecera inalterada, el nuevo momento resul- 
tante Mq- sera igual a la suma de Mo y el momento con respecto a O' 
de la fuerza R unida a O (figura 3.42). Entonces se tieue 

Mq' -M^ + sXR (3.53) 

En la praedea, la reduction de un sistema de fuerzas dado a una so- 
la fuerza R actuando en O y un vector de par sera llcvada a cabo en 
terminos de las componentes. Descomponiendo cada vector r y cada 
fuerza F del sistema en sus componentes rcctanguJares, se escribe 



Figura 3.42 


r = xi + yj + zk (3.54) 

F - F x i + Fyj + F~k (3.55) 

A l sustituir r y F en (3,52) y factorizar a los vcctores unitarios i, j y k, 
se obtiene la siguiente expresidn para R y m£; 

R = R x i + RJ + R,k m£ = M*\ + My\ + M* k (3.56) 

Las componentes R x , R tJ , R z representan, respectivamente, las sumas 
de las componentes x, y v z de las fuerzas dadas y miden la tendencia 
del sistema a impartir al cuerpo ngido \m movimiento de traslacion en 
la direccion de x, y o z. Asimismo, las componentes My, M z re- 
presentan la suma de los mornentos de las fuerzas dadas con respecto 
a, respectivamente, los ejes x, y y z y miden ]a tendencia del sistema 
a impartir al cuerpo ngido un movimiento de rotation alrededor de los 
ejes, x, y o z. 

Si se desea conocer la magnitud y la direccion de la fuerza R, estas 
se pueden obtener a partir de las componentes R x s Ry y R z por medio de 
las relaciones (2.18) y (2.19) de la seccion 2.12; calculos simiJares pro- 
portionaran la magnitud y la direccidn del vector de par 


3-18. SISTEMAS EQUJVALENTES DE FUERZAS 

En la seccion anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas que ac- 
tiia sob re un cuerpo rfgido puede reducirse a un sistema fuerza-par ac- 
tuando cn un punto dado O . Este sistema equivalente fuerza-par ca- 
racteriza coinpletamente el efecto del sistema de fuerzas dado sobre el 
cuerpo ngido. Por tanto , dos sistemm de fuerzas son equivalentes si 
pueden ser reducidos al mismo sistema fuerza-par en un punto dado 
O, Recutirdese que el sistema fuerza par en O se define por medio de 
las relaciones (3.52), se establece que dos sistemm de fuerzas F l3 F 2> 
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Fotograffa 3.3 Al anali 2 ar el movimiento del 
barco, las fuerzas ejercidas sobre 6ste por la 
cuerda de remolque y por el remolcador de 
la parte trasera se pueden reemplazar por un 
sistema equivalente fuerza-par. 


F^j, . . . , y Fj 3 Fi> F3, . . . , que actiian sobre el mismo cuerpo rigido 
son equivalentes si, y solo si respectivamente , las sumas de las fuerzas 
y las sumas do los momenta# con respecto a un punto dado O de las 
fuerzas d# los dos sistemas son iguales. Expresadas en forma matemd- 
tica, las condicioncs necesarias v suficientes para que los dos sistemas 
de fuerzas sean equivalentes son las siguientes 

2F-2F y y 2M 0 = 2M^ (3.57) 

Observese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equiva- 
lentes, la segunda de lax relaciones (3.57) se debe extablecer con res- 
pecto a un solo punto O. Sin embargo, esta se cumplira con respecto 
a cualquier punto si los dos sistemas de fuerzas son equivalentes. 

Al descomponer las fuerzas y los momentos de (3.57) en sus ele- 
mentos rectangu lares, pueden expresarsc las condiciones necesarias y 
suficientes para la equivalencia de dos sistemas de fuerzas que actuan 
sobre un cueq^o rigido de la siguiente manera: 


2F X = sn xf, = xf; Siw = xf; S8) 
SM* = Xm; 2M y = SM[ f 2M* - XM1 1 ; 

Estas ecuaciones tienen una interpretacion fisica simple; expresan que 
dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden aimpartirle al cuer- 
po rigido 1) la misma traslacion en las direcciones de x, y y z y 2) la 
misma rutacirin alrededor de los ejes x, y y z respectivamente. 


3.19. SISTEMAS EQUIPOLENTES DE VECTORES 

Cuanclo dos sistemas de vcctores satisfacen las ecuaciones (3.57) o 
(3.58), esto es, cuando respectivamente sns resnltantes y sus momen- 
tos resuJtantes con respecto a un punto arbitrario O son iguales, se di- 
ce que los dos sistemas son equipolentes . Por tanto, el resultado que 
se acaba de establecer en la seccirin anterior se puede enunciar como 
sigue: si dos sistemas de fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido son 
equipolentes „ entonces ambos tambien son equivalentes. 

Es importante senalar que este enunciado no se aplica a cualquier 
sistema de vcctores. Considerese, por ejemplo, un sistema de fuerzas 
que actuan sobre un conjunto independiente de particulas que no fur- 
man un cuerpo rigido. Es posible que un sistema de fuerzas diferentes 
que actuan sobre las mismas particulas pueda ser equipolente al prime- 
ro, esto es, que dicho sistema tenga la misma resultante y el mismo mo- 
mento resultante. Sin embargo, como ah ora actuaran diferentes fuerzas 
sobre cacla una de las partfeulax, los efectos de dichas fuerzas sobre es- 
tas particulas seran diferentes; en un caso similar, aunque los dos siste- 
mas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes. 


3.20. OTRAS REDUCC10NES DE UN SISTEMA 
DE FUERZAS 

En la seccion 3.17 se vio que cualquier sistema de fuerzas que actua 
sobre un cuerpo rigido puede ser reducido a un sistema equivalente 
fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual a la suma de fuer- 


za s cle) sLstema y de un vector de par Mq cuyo momento es igual al 
momento resultante del sistema. 

Guando R = 0, el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par 
M(> Entonces, el sistema de fuerzas dado puede ser reducido a un so- 
lo par, que red be el nombre de par resultant c del sistema. 

A continuation se procede a investigar las condiciones necesaxias 
para que un sistema dado de fuerzas pueda ser reducido a una sola 
fuerza. A parti r de la seccion 3.16 sc concluye que un sistema fuerza- 
par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actua a lo 
largo de una nueva Irnea de accion si R y Mq son mutuamcnte per- 
penclicu lares. Por tanto, los sistemas de fuerzas que pueden ser redu- 
cidos a una sola fuerza o resultante , son aquellos sistc nuts para los cua- 
les la fuerza R y el vector de par Mo son mutuamente peiqjendicu la- 
res. Aunque, en general , esta condieion no se cimiplird para sistemas 
de fueras en el espacio, si se cumplird para sistemas constituidos por 
0 fuerzas concur rentes, 2) fnerz as coplan ares o 3) fuerzas pa rale I as. 
Estos tres casos se estndiaran en forma separada. 

1- Las fuerzas concurrentes estan aplicadas en el mismo pun to 
y, por tanto, pueden ser sumadas directamente para ob tenor 
su resultaute R. For consLguicntc, estas siempre se veducen 
a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en do 
talle en el capftulo 2. 

2. Las fuet'zax coplanares actuan en el mismo piano, el eual se 
puede suponer que es el piano de la figura (figura 3.43r/). La 
suma R de las fuerzas del sistema tambi^n estara en el piano 
de la figura, mientras que el momento de eada fuerza con res- 
pecto al O y 7 por oonsiguiente, el momento resultante Mq. se- 
nin peqpendiculares adicho piano. De esta forma, el sistema 
fuerza-par en O esta constituido por una fuerza R y por un vec- 
tor de par que son mutuamente peqjendicu lares (figura 
3.43&)< Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R, 
moviendo R en cl piano de la figura hasta que su momento con 
respecto a O sc a igual a Mq. La distancia desde O hasta la li- 
riea de accion de R es d = Mq/R (figura 3.43c). 


3 . 20 . Otras reduce! ones de urr sistema -J 2 J 
de fuerzas 



Fotografia 3.4 Las fuerzas coplanares ejercidas 
por los cuatro remolcadores sobre e! barco 
esfadounidense Pasadena podrian reemplazarse 
con una sola fuerza equivalente ejercida por un 
remolcador. 



Figura 3.43 


'Como el vector perpendicular al piano de la figura. £ste se lia repri;x<;nf.adu por el 

.simhnlo \ Un par con sentidocemtrarioal ninvivruentode las inanecillas del reloj ^ represen- 
ts a un vector que apunla hacte fuera del piano de papcl y un par con el sentido de 1 as mu- 
necilliis (ltd reloj J lepresenta a un vector que apimta fiaeia adentro del piano de papef. 


‘ V 



«) 

Figura 3.44 



b) 


y 



Como se senalo en la seccidn 3.17, La reduction de un sis- 
tema dc fuerzas se simplifica considerable mente si las fuerzas 
se descomponcn en sus eomponentes rectangulares. Dc esta 
manera. el sistcma fuerza-par en O esta caracterizado por Las 
eomponentes (figura 3,44a). 

R k = ZF x R,j = ZFy M* = M% = ^Mo (3.59) 

Para reducir cl sistema de fuerzas a una sola fuerza R, se cx- 
presa que el momento de R con respecto a O debe ser igual 
a Mo- Represen tando con x y y las coordenadas del punto de 
aplieacion de la resultante y teniendo en cuenta la formula 
(3.22) de la section 3.8, se escribe 

xR y - yR x ~ Mq 

la cual representa la ecuacion de la linen de accidn de R. Tam- 
bien pueden determinarse en forma di recta las interseccio- 
nes con el eje x y con el eje y dc la Imea de action de la re- 
sultante. se observa que Mo debe ser igual al momento con 
respecto a 0 de la componentc y dc R cuando R esta unida 
a B (figura 3.44i>) e igual tambien al momento de la compo- 
rt ente x cuando R esta unida a C (figura 3.44c). 

3* Las fuerzas paralelas tienen lineas dc action paralelas y pue- 
den o no tener el mismo sentido. Suponga que las fuerzas son 
paralelas al eje y (figura 3.45a), se observa que su suma R tam- 
bien sera paralela al eje y. Por otra parte, como el momento 
de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el 
momento con respecto a 0 de cada una dc las fuerzas del sis- 
tema y, por consign iente, el momento resultante Mo estaraen 
el piano zs. Deesta forma el sistema fuerza-par en O esta con s- 
tituido por una fuerza R y un vector de par Mo mutuamente 
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Figura 3.45 


perpendiculars (figura 3A5b ). Estas fuerzas se pueden redu- 
cir a una sola fuerza R (figura 3.45c) o. si R ~ 0, a un solo par 
cuyo momento sea igual a M{> 

En la prActica, el sistema fuerza-par en O est& caracteri- 
zado por las components 

Ry = EE y Af* - SA/, M? = (3.60) 

La reduccidn del sistema a una sola fuerza puede efcctuarse 
moviendo R a un nuevo pun to de aplicacidn A(x y 0, z) selec- 
cion ado de manera que el momento de R eon rcspecto a O 
sea igual a Mo, el cual sc escribe 

r x R = m£ 

(xi + 2 k) x Rj = M*i + M* k 

Al ealeular I os produces vectoriales e igualar los coeficientes 
de los vectores unitarios correspondientes en ambos miem- 
bros dc la ecuacion se obtierien dos ccuaciones escalares que 
defincn las coordenadas de A: 


3.21 . Reduction de un sistema de fuerzas -| 07 
a una Have de torsion o tors or 



Fotograffa 3.5 Las fuerzas paralelas del viento 
que actuan sobre los senalamientos de la 
carretera, pueden reducirse a una sola fuerza 
equivalents. La determinacion de esta fuerza 
puede simplificar el c^lculo de las fuerzas que 
actuan sobre fos soportes del marco que sostiene 
los senalamientos. 


-zR, f = Mj xR y = M r z 

Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con res- 
pecto a los ejes x y z deben ser igual cs a Mf y A/* , respecti- 
vamente. 


*3.21 ■ REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA LLAVE DE TORSION O TORSOR 

En el caso general de un sistema de fuerzas en el espacio, el sistema 
equivalente fuerza- par en O consta de una fuerza R y un vector de par 
Mo, ambos distintos de cero, que no son perpen diet dares entre sf (fi- 
gura 3.46c). Por tan to, el sistema de fuerzas no puede ser redneido a 
una sola fuerza o a un solo par Sin embargo, el vector de par puede 
ser reemplazado por otros dos vectores de par obtenidos al descompo- 
ner Mq en una cornponente M| a lo largo de R y una componente M 2 
cn un piano perpendicular a R (figura 3.46/?). Entonees, el vector de 
par M 2 v la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuerza R que 
actua a lo largo de una nueva lmea de accirin. Por tan to, el sistema ori- 
ginal de fuerzas se reduce a R y al par vector M L (figura 3.46c), dc cs- 
ta forma, el sistema se reduce a R y un par que actua en el piano per- 
pendicular a R. A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoce 
eomo Have de torsion debido a que la combination resultante dc cm- 
puje y torsirin es la misma que se eucuentra en las operaciones de per- 



a) 

Figura 3.46 


b) 
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Cuerpos KgEdos: sistemas equivatentes foracion y enroscado, asf como en apretar o aflojar tornillos. A la line a 

de accion de R se le conocc como eje de la Have <lv torsion y a la razon 
p = Mi jH se le deuomina paso de la Have de torsion. Por consiguierite, 
una Have de torsion esta constltuida por dos vec tores colineales, es- 
peef (learn ante, una fuerza R y un vector do par 

M L - pR (3.61) 


Recucrde la expresion (3.35), ohtenJda en la seccion 3.9 para la proyec- 
cion de un vector sobre la Imea de accion de otro vector, se observa que 
la proveccion de Mq sobre la linea de accion de R es igual a 


Mi = 


R ~ Mft 


R 



Fotog raf ia 3 .6 La acc i on d e e mp uj ar y g i ra r, 
asociadas con la operacidn de apretar un tomillo 
ilustra las lineas de accion colineales de la fuerza y 
el vector de par que constituyen una Have de 
torsion o torsor. 


Por lari to, el paso de una Nave de torsion puede ser expresado como 1 


M, R • M& 

p - tt * “ir 


(3.62) 


Para defnur el eje de una Nave de torsion se puede escribir una re- 
lacion que involucre al vector de posicion r de un pi into arbitrario P 
locabzado sobre dicho eje, Fijando la fuerza rcsultante R y el vector 
de par Mj en P (ligura 3.47) y expresando que el momento con res- 
pecto a O de cste si sterna luerza-par es igual <iJ momento resultante 
M(j del sis tern a original de fuerzas, se escribe 

M, + r x R = MS (3.63) 

o, de acuerdo con la ccuacidn (3,61), 

pR + r x R = MS (3.64) 



Flgura 3.47 


* Las expresioTif-is obtenidas pan la pmyt-^cidn de-1 vector de par sobre la Ijnea de .iccibo 
de K v para d paso de una Have do torsion son in dependent on (let la selecoidn del pnnto 
O. Utili^mdo la relati&n (3,53) do la seccidn 3,17, sc observe < pie d se hnbiera emploido 
un punto dite: rente O', el numrrador en (3.62) bnbiora sido 

R ■ Mo = R ■ ( M o + s X R) = R ■ Mfi + R ■ (s X R) 

Como el Inple producto eschar R • (s x R) os igual a eero, se ticno 

R ■ Mo- = R ■ Mo 

Por tar to. cl product u escalar R • M|i es independiontc do la seleccidn del punto O 




PROBLEMA RESUELTO 3.8 


Una viga dc 4.80 m de longitud estii sujeta a las filer zas mostradas en la fi- 
gura. Redlizcase el sistema de fuerzas dado a: a) un sistema equivalente fucr- 
za-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en B y c) una sola fuerza 
o resultante. 

Nota\ Como las reacciones en los apoyos no estan inelnidas en el sistema 
de fuerzas dado, el sistema no mantendrd la viga en equilibrio. 




SOLUCION 


a) Sisleina fucrza-par en A. El sistema fuerza-par en A equivalente 
al sistema de fuerzas dado consta de una fuerza R y de un par M* definidos 
eomo sigue: 


2F 

(150 N)j - (600 N)j H- (100 N)j - (250 N)j = -(600 N)j 
X(r x F) 

(1.6i) X (-600j) 4- (2.8i) x (100j) A (4.8i) x (-250j) 
-(1 880 N ■ m)k 


Por tan to, el sistema equivalente fuerza-par en A estd, dado por 


h ) Sistema fucrza-par en fJ, Se pretende encontrar un sistema 
fuerza par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en el in- 
cisor). La fuerza R permanece inalterada, pero se debe determinar un nuevo 
par MJg cuyo momento sea igual al momento con respccto a B del sistema 
fuerza-par encontrado en el inciso a). Por tanto, se tie no que 


Dc csta forma, el sistema fuer/a-par en B esta dado por 




c) Fuerza unica o resultante* La resultante del sistema de fuerzas 
dado cs igual a R y su punto de aplicacion debe ser tal que el momento de 
R con respccto a A sea igual a M?. Fl cual se escribe 


y se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza unica equivalente al sis^ 
tema dado esta delimda eomo 


SOLUCION 



PROBLEMA RESUELTO 3.9 


Se usan cuatro romolcadores para llevar a un trasatlantico a su muelle. Cada 
rcmolcador ejerce una fuerza de 5 000 lb en la direccion mostrada en la figu- 
ra. Determine; a) el sistema equivalente fuerza-par en el m&stil mayor O y 
h) el pun to sobre el casco donde un solo romolcador mas potente debcria cm- 
pujai al barco para producir el mismo efecto que los cuatro remolcadorcs ori- 
gin ales. 



a) Sistema fuerza-par en O. Cada una de las fuerzas se descompo- 
ne en sus componentes en el diagrama mostrado (las unidades empleadas 
son laps). El sistema fuerza-par en O equivalcnte al sistema de fuerzas da- 
do consta de una fuerza R y de un par Mg definidos como sigue: 


R = 2F 

= (2.50i - 4.33j) + (3.0Qi - 4.0C>j) + (-5.00j) + (3.54S + 3.54j) 
= 9.04i - 9.79j 


Mg = 2(r X F) 


= (— 90i + 50j) x (2.50i — 4>33j) 

+ (JOOi + 70j) X (3,001 - 4.00j) 

+ (400i + 70 j) X (— 5,00j) 

+ (3()0i - 70j) x (3>54i + 3.54j) 

= (390 - 125 - 400 - 210 - 2 000 + 1 062 
= - 1 035k 


248)k 


Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en O estd dado por 

R = (9.04 kips)i — (9.79 ldps)j Mg — —(1 035 kips ■ ft)k 


R = 13.33 kips ^47.3° Mg = 1 035 kips ■ ft J 


r = xi + 70j 


r X R = Mg 

70j) x (9.041 - 9<79j) = -1 035k 
-je(9.79)k - 633k = -1 035k 


Hi 

tm 

vassal 


mu 



Comentario , Como todas las fuerzas estin contenidas en el piano de la 
fignra, podria haberse anticipado que la sum a de sus mementos iba a ser per- 
pendicular a dicbo piano. Obs^rvese que el momenta de la componente de 
cada fuerza pudo obtenerse directamente a partir del diagrama mostrado que 
forma, primero, el producto de la magnitud de dicha componente con una 
distancia perpendicular hasta O y luego le asigna a este producto un signo 
positivo o negativo segun el sentido del momento. 





h) Rcmolcador unieo. La fuerza ejereida por un solo remolcador 
debe ser igual a R y su pun to de aplicacion A debe ser tal que el momento 
de R con respecto a O sea igual a Mg. Si se observa que el vector de posi- 
ri6n dc A es 



.75mm. 4 g, ’ <**> >= 




PROBLEMA RESUELTO 3.10 

Tres cables estdn unidos a una mcnsula, como se mucstra en la figura. 
Reemplaco las fuerzas que ejercon los cables por un sistema equivalent 
fuerza-par en A. 


8(150 mm, - -50 mm, 100 min) 


SOLUCION 






( 17.6S N-in) j q_ ? ^ 
(430 N) j 

(ilS.9 N*m) k 


507 N) k 



Prime.ro se determinan los vectores de posicidn rektiva trazados desde 
el pun to A hasta los pnntos de aplicacion de cada una de las fuerzas y se 
dcscomponen las fuerzas en sus componentes re ctangu lares. Observe que 
F a = (700 N)\ be , dondc 

_ BE _ 75i ~ 150j + 50k 
BE ” BE ~ 175 

Con el uso de metros y newtons se tlene 

r B/A = Ajf = 0.075i + 0.050k F B = 300i - 600j + 200k 

r c/A = AC = 0.075i - 0.050k F r = 707i - 707k 

r D /A = AD = 0.1001 - O.lOOj F 0 = 600i + \ 039j 

El sistema fuerza-par en A, equivalent al sistema de fuerzas dado, cons- 

ta cle una fuerza R = SF y de un par = 2(r x F)< La fuerza R se obtie- 
ne fdcil al sumax, respcctivamente, las componentes x , y y z de las fuerzas: 

R = SF = ( 1 607 N)i + (439 N}j - (507 N)k 4 

El c^lculo de M* se simplifica si los momentos do las fuerzas se expresan en 
forma de deter min antes (seccidn 3.8): 



i 

j 

k 

r B/A X Fy — 

0.075 

0 

0.050 


300 

-600 

200 


i 

j 

k 

r C/A x Fc = 

0.075 

0 

-0.050 


707 

0 

-707 


i 

j 

k 

r D/A X Fd ~ 

0.100 

-0.100 0 


600 

1 039 

0 


= 30i 


-45k 


17.68j 


163.9k 


Con la suma de las expresiones obtenidas, se tiene 

= 2){r X F) - (30 N - m)i 4- ( 1 7.68 N ■ m)j 4- (118.9 N ■ m)k 4 

Las componentes rectangularcs de la fuerza R y del par M5 se m nest ran en 
el croquis adjunto. 




PROBLEMA RESUELTO 3.11 

Una losa de d mentation cuadrada soporta las euatro colnmnas mostradas en 
la figura. Determine la magnitud y el punto de apbcacidn de la resultante de 
las cnatro cargas. 


- ' ' ' 

SOLUCION 

Primero, el si stem a de fuerzas se reduce aun si sterna fuerza-par en el ori- 
gen del sistema de coordenadas O. Este sistema fuerza-par consta de una 
fiierza Ry un vector de par Mg que se defmen de la siguiente forma: 

R = IF Mg = 2(r X F) 

Se determinan los vectores de posicidn de los puntos do aplicaci6n de cada 
una de las fuerzas y los edlculos se arreglan en forma tabular 




r, ft 

F, kips 

r x F, kip - ft 

0 

-4(>j 

0 

lOi 

-12 j 

- 120k 

lOi + 5k 

_8 j 

40i - 80k 

4i + 10k 

-20J 

20<K - 80k 


R = -80j 

= 240i - 280k 



Como la fuerza R y el vector de par Mg son mutuamente perpendicu- 
lares> el sistema fuerza-par obtenido puedc reducirse aun m&s a una sola 
fuerza R. FJ nuevo punto de aplieacidn de R sera seleceiouado en el piano 
de la losa de manera que el momento de R con respecto a O sea igual a Mg. 
Si se representa con r al vector de posicidn del punto de aplicaci6n deseado 
y con iy:a sus coordenadas, se escribe 

r x R = Mg 

(xi + zk) x (— 80j) = 240i - 280k 
— 80xk + 8(tei - 240i - 280k 

a parti r de lo escrito, se encuentra que 


SOx = -280 
x = 3.50 ft 


80s = 240 
2 = 3.00 ft 


Se concluye que la resultante del sistema de fuerzas dado es igual a 

R = 80 kins I 


1 V 


= 0 - = no ft 4 



PROBLEMA RESUELTO 3.12 


Dos fuerzas de la misma longitud P actuan sobre un cubo con aristas de igual 
longitud, co mo se muestra en la figura. Reem place las dos fuerzas por una 
Have de torsidn equivalente y determine: a) 1 a magnitud y diroccidn de la 
fuerza resultante R, b) el paso de la Have de torsion y c) el punto donde el 
eje de la Have de torsion interseca al piano yz. 






SOLUCION 


Sistema equivalente fuerza-par en O. Primero se determina el sis- 
tema equivalente fuerza-par en el origen O. Se observa que los vectores do 
posicidn de los puntos de aplicaridn E y D de las dos fuerzas dadas son: 17 ; 
= a\ 4- aj y r D = aj + ak. La resultaute R de las dos fuerzas y el momento 
resultante do dicHas fuerzas con respecto a O est&n dados por 

R = Fl + F 2 = Pi + Pj = P(i -b j) ( 1 ) 

Mo = r E X Fi + r D X F 2 = (d-f aj) X Pi -h (aj 4- ak) X Pj 

= — Pak — Pai - — Pa(i + k) (2) 

a) Fuerza resultaute R. A parti r de la ccuaeidn (1) y del croquis ad- 
junto se concluye que la fuerza resultante R tiene una magnitud R = P\/2, 
se encuentra en el piano xy y forma angulos de 45 ^ con los ejes x y y. Por 
tanto, 

R - PV2 ft, = 0 ff = 45° 9, = 90° < 

h) Paso dc la Have de torsion. De acuerdo con la formula (3,62) de 
la scccidn 3.21 y las ecuaciones ( 1 ) y (2) que se acaban de pvesentar, se es- 
cribe 

R ■ Mg P( i + j) • (~Pfl)( i + k) -P 2 a( 1+0 + 0) a 


c) Eje de la Have de torsion. A partir de los rcsultados anteriores y 
de la ecuacidn (3.61), se concluye que la Have de torsidn consta de la fuerza 
R encontrada en (1) y del vector de par 




Para determmar el punto donde el eje de la Have de torsidn interseca al piano 
yz, sc expresa que el momento de la Have de torsidn con respecto a O es 
igual al momento resultante del si sterna original: 

Ml + r X R = Mq 

o, al notar que r = ijj 4- 2 k y sustituir R, M§ y M l a partir dc las ecuaciones 
(1), (2) y (3), 


Si se igualan los coeficicntes de k y, despues, los coeficientes de j, se encuentra 
que 





MMNMHI 


Esta leccidn estuvo dedicada a la reduction y simplification de sistemas de fuerzas. 
Al momento de resolver los problem as propuestos, sc pide que se 11 even a cabo las 
operaciones que se describen a continuackm. 


c'r- : 

ill i 


I. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una fuerza y un par que ac- 
tiian en un punto dado A . La fuerza R es la resultante del sistema y se obtie- 
ne sumando las fuerzas que lo constituyen; cl momento del par es el momento re- 
sultante del sistema y se obtiene sumando los momentos con respeeto a A de las 
fuerzas que lo constituyen. Asf, se tiene quo 


donde cl vector de position r sc traza desde A hasta cualquier punto a lo largo de 
la linea de action de F. 


2 . Traslaeidn de un sistema fuerza-par dead# un punto A hasta un punto />. 
Si desputis de que se habfa reducido a un sistema fuerza-par en el punto A se desea 
reducir un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B, no se ne- 
eesita llevar a cabo el calculo de los momentos de las fuerzas con respeeto a B. La re- 
sultante R permanece inalterada y el nuevo momento resultante se puede obte- 
ner sum&ndole a cl momento con respeeto a B do la fuerza R aplicada en A [pro- 
blema resuelto 3.8], Si sc rep resen ta con s el vector trazado desde B liasta A, se pue- 
de escribir 




3, Verification de que do# sistemas de fuerzas sean equivalentes o no. Pri- 
mero se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mismo pun- 
to arbitrario A (como se explico en el pdrrafo 1). Los dos sistemas son equivalen- 
tes (esto es, tienen el mismo efccto sobre el cuerpo rfgido en consideration) si los 
dos sistemas fuerza-par que sc obtuvieron son identicos. esto es, si 


Se debe reconocer que si no se cumple la primera de estas ccuaciones, esto es, si los 
dos sistemas no tienen la misma resultante R> estos sistemas no pueden ser equiva- 
lcntes y\ por tanto, no hay necesidad de verificar si se cumple o no la segunda ecua- 
ciom 


4 . Reduccidn de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza, Primero se 
reduce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto convcnientc 
A donde dicho sistema consta de la resultante R y del vector de par (esto se 
lleva a cabo como se explic6 en el punto 1). Se recordar£ v de la lection anterior, 
que es posiblc reducir aun mas el sistema a una sola fuerza solo si la fuerza R y el 
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vector de par Ma son mutuamente perpendiculares. Con tocla seguridad, dste sera 
el caso para sistemas de fuerzas constituidos por fuerzas que son concurrentes , 
coplanares o paralelas . En este sentido, la fuerza unica que se desea encontrar 
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la leccion 
anterior, moviendo R hasta que su momento con respecto a A sea igual a M*. Con 
m£s form alidad se pucdc escribir que el vector de posicion r trazado desde A hasta 
cualquier punto a lo largo de la linea de accion do R debe satisfacer la ecuacion 


r x R = Ma 

Este procedimiento fue utilizado en los problemas resueltos 3.8, 3.9 y 3.11. 


5* Reduccion de tin sistema de fuerzas dado a una Have de torsion . Si el sis- 
tema de fuerzas dado esta constituido por fuerzas que son concurrentes, coplana- 
res o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par cn un punto A consistira de una 
fuerza R y de un vector de par M* que, en general, no van a set mutuamente per- 
pendiculares . (Para verificar si R y M* son mutuamente perpendiculares, sc forma 
su producto escalar Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues- 
ti6n son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en- 
tre si.) Si R y Ma son mutuamente perpendiculares, cl sistema fuerza-par (por tan- 
to, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducira una sola fuerza. Sin embargo, 
el sistema se puede reducir a una Have de torsion — la combinacidn de una fuerza 
R y un vector de par Mj que est4n dirigidos a lo largo de una linea de accion co- 
rn un que se conoce como el eje de la Have de torsion (figura 3.47) — . El coriente 
p = M\/R recibe el nombre de paso de la Have de torsidm 


Para reducir un sistema de fuerzas dado a una Have de torsion, se deben seguir los 
siguientes pasos; 


a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par 
(R, Mq), localizado, cornunmentc, cn el origen O. 


b) Determinar el paso p a partir de la eeuaeidn (3.62) 


p = 


_ R * Mq 


R 


R 


(3.62) 


y el vector de par a partir de Mi = pR. 


c) Expresar que el momento con respecto a O de la Have de torsion es igual 
al momento resultante Mq del sistema fuerza-par en O: 


Mi + r x R = Mg 


(3.63) 


Esta ecuacidn permite determinar el punto donde la linea de accion de la Have de 
torsion interseca un piano especificado puesto que el vector de posicidn r esta di- 
rigido desde O hasta dieho punto. 


Estos pasos se muestran en el problcma resuelto 3.12, Aunque pueda parecer difi- 
cil la dcterminacidn de una Have dc torsion y del punto donde su eje interseca a 
un piano, el proceso es siniplementc la aplicacidn de varias de las ideas y t^cnicas 
que han sido desarrolladas en este capitulo. Por tanto, una vcz que se ha dominado 
completamente todo lo relacioriado con la llave de torsion, sc puede confiar en que 
se ha comprendido una buena parte del capitulo 3. 
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3.98 Una viga de 5 m de longitud se som etc a eierta divcrsidad de car- 
gas. a) Reemplace cada tipo de carga con un sistema equivalente fuerza-par 
en el extrerno B de la viga. b) ^ Curies do las cargas mostradas son equivalen- 
ces? 


100 N 


2 kN*r 


p* 5 m — 

La 

B 




C 


3.S kN-m 


a) 


m 




. A 

| 

200 X 

c) 

500 X 

400 X 




m.) n 

J 

2 kN-in 


1 200 N 


) 


) 


1 200 X 

0.6 kN -in 

T STr ^ 


3S3B * 1 .6 kN-m 3 ,6 kN-m 


0.3 kX- in 


b) 


d) 


200 N 



4.2 kX-tri 


<?) 



1 200 X 


05 


0.3 kN-ii 

Flgora P3.98 


s) 


0.3 kN-m 


300 X 




0.65 kN’ 



"50 X 


6 kN -m 


1650 X 800 N 

l A 


5 m- 


350 N 


mm 


■ 


0.8 m 


0.8 m. 


5 


800 X 


ZP 
1,27 kN- 


Figura P3.99 


3.99 Una vlga de 5 m de longitud se carga de la forma indicada en la 
figura. Determine que carga del problema 3.98 es cquivalente a esta carga. 

3.100 Para la viga y las cargas que se umestran en la figura, determine 
la fuerza linica equivalente y la distancia desde el extremo A hasta su linea 
de accidn, Considere a) = 200 N M H — 100 N ■ m> b) F# = LOO N f . 
M b - -600 X ■ m, c) F s = 100 N l, M B = -200 N - m. 
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3.101 Ginco sistemas fuerza-par difereotes actuan en las esquinas del Pnobfetmas ^37 

bloquc de metal moldeado de la forma que muestra la figura. Determine 
cu&l de estos sistemas es equivalente a la fuerza F = (2 lb)j y al par de mo- 
menta M — (48 lb 1 im)i + (32 lb * in.)k ubicado en el punto A < 



Flgura P3.101 


6 in 


. _r 


32 lb ‘In 


80 lb* in. 


4.8 in. 


SO Ib-iu, 



Figura P3.102 



18 ft- 


3.102 Las masas de dos oinos sentados en los extremes A y B de un 
balancm son de 38 y 29 kg, respectivamente. Determine cldrrde debe sentar- 
se un tercer nino si la resultante de las fuerzas de los pesos de los tres ninos 
debe pasar por C y y si la masa de la nina es de a) 27 kg, b) 24 kg, 

3.103 La figura muestra a tres exeursionistas cruzando un puente. Si 
sus pesos en los puntos C D y E son de 200, 175 y 135 lb, respectivamen- 
te, determine a) la distancia horizontal desde A hasta la lmea de accidn de 
la resuJtante de los tres pesos si a = 3,3 ft, b) el valor de a cnando las cargas 
sobre los soportes del puente en A y B son iguales, 

3.104 Al conducir un camidn sobre una b&seula, se determ in6 que las 
cargas sobre los ejes delantero y trasero eran de 18 y 12 kN, respectivamen- 
te, c nan do el camidn se encontraba vaefo. Determine el peso y la uhicacidn 
de la carga mis pesada que puede transportar cl carnidn si la carga sobre ca- 
da eje no debe sobrepasar de 40 kN. 

3.105 El arrcglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos fo- 
toelasticos de componentes mec&nicos. Para el model o y las fuerzas que se 
muestran en la figura, considere que a — 50° y determine a) la resultante de 
las fuerzas aplicadas. b) el punto donde la llnea de acci6n de la resultante in- 
terseca una lmea que pasa por los puntos F y G. 

3.106 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos foto- 
elasticosde componentes mec&nicos. Para el modeloy las fuerzas quese mues- 
tran en la figura, a) determine el valor de a para que la linea de accidn de la 
resultante de las fuerzas aplicadas pase a travds del modelo, 100 mm a la 
derecha de la fuerza de 40 N; b) encuentre la resultante de las fuerzas apli- 
cadas. 


Figura P3.103 


12 kN !SkK 



p 5 m 

Figura P3.104 



Figura P3.105 y P3.106 
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3.107 Cuando el par M se aplica al eslah6n de un mecanismo, las fuer- 
zas resultantes ejercidas sobre el eslabrtn por una gufa y las conexiones son co- 
mo se muestran en la figura. Determine a) los valores de M y a de manera que 
las fuerzas y el par aplicados puedan reducirse a una sola fuerza equivalente 
cuya Ifnea de acti6n pase por los puntos B y D, b) la fuerza equivalente. 

3.108 Las tres fuerzas y el par que se muestran en la figura se aplican 
a una m£nsula angular, a) Encuentre la resultante de este sistema de fuerzas. 
h) Localice los puntos donde la linea de accion de la resultante interseca las 
Ifneas AB y BC, 



3.1 09 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultaneamente 
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se 
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendicu lares a las superficies de 
la pieza, determine a) la resultante de las fuerzas aplicadas cuando a = 45° 
y el punto de intersectidn de la linea de accidn de dicha resultante con la 
lmea que pasa por los puntos A y B; h) el valor de a. si la Ifnea de acci6n de 
la resultante debe pasar por el doblez EF. 




N 


Figura P3.111 


3.110 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultaneamente 
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se 
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendicular es a las superficies de 
la pieza, determine a) el valor de a si la resultante de las fuerzas aplicadas 
es paralela a la fuerza de 2.1 ldps, b) la correspondiente resultante de las 
fuerzas aplicadas y el punto de intersection de su linea de accion con la linea 
que une a los puntos A y B. 

3.111 I^as poleas A y B se montan sobre el soporte CDEF . La tensidn 
en eada lado de las dos bandas es la que se muestra en la figura. Reemplace 
las cuatro fuerzas con una sola fuerza equivalente y determine ddnde se in- 
terseca su Ifnea dc accidn con cl borde inferior del soporte. 


3.11 2 Tres fuerzas y un par aetilan sobre la jmanivela ABC . Para P — 25 Problemas -J 39 

N y a = 40°, a) determine la resultante del sisterna de fuerzas dado, b) lo- 
ca lice el punto de interseccion de la Ifnea de accibn de la resultante y la Ifnea 
que une a los puntos B y C, c) localice el punto de intersecci6n de la If- 
nea de acci6n de la resultante y la Ifnea que pasa por los puntos A y 



Flgura P3.112 y P3.113 


3.113 Tres fuerzas y un par actuan sobre la manivela ABC. Determine 
el valor de d si el sisterna de fuerzas dado debe ser equivalente a cero eo 
a) el punto B, b) e 1 punto D. 

3.11 4 Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele- 
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la superficie, 
a) Reemplace F eon un sisterna equivalente fuerza-par en el punto IX b) Para 
b = l it v h = 2 ft, determine el valor de x para el cual el momento del sis- 
tejna equivalente fuerza-par en D es maxi mo. 

3.115 Un componente de mdquina se somete a las fuerzas mostradas 
en la figura, cada una de las cuales es paralela a uno de los ejes coordena- 
dos. Reemplace estas fuerzas con un sisterna equivalente fuerza-par en A. 

3. f16 Mientras se lija un hloque de madera, 6ste ejerce sobre el disco 
del esmeril una fuerza F con magnitud de 1.8 lb. Si las fuerzas de la banda 
ejercidas sobre la polea de 5 in. de diimetro pertenecen a un piano paralelo 
a yz, reemplace F y las fuerzas de las ban das con un sisterna equivalente 
fuerza-par en O, 




Flgura P3.114 



Flgura P3.115 


Figura P3.116 


140 Cuerpos ri^idos: sistemas equivalentes 3.117 El propietario cle un automdvil u sa la Have ABC para aflojar el 

pemo ubicado en C, La longitud del mango AB es de 372 mm, y el auto- 
movijista aplica las fuerzas A y B sobre la Have. Si estas iuerzas son equiva- 
lentes a un sistema fuerza-par en O que consta de la fuerza R — — ( 10 K)\ + 
(6 N)k y el par M 0 = (60 N * tn)i + (0.05 N ■ m)j — (10 N ■ m)k, determine 
las fuerzas aplieadas en A y B cuando A y = 2 N. 



Figura P3.117 


3,118 A I nsar un sacapunlas manual, un estud junto ejerce sob re cl 
mecanismo lets fuerzas y el par que se muestran en la figura. a) Determine 
las fuerzas ejercidas en B y en C si las fuerzas v el par son equivalents a un 
sistema fuerza-par on A que consta de la fuerza R = (3.9 lb)i + K,j — (1,1 
Ib)k y el par = MA + (J,5 lb ■ ft)j - (1.1 lb 1 fl)k. h) Enouentre los vu- 
lores corresponds nt cs de R tJ y M v . 



Figura P3.118 


3.119 Un tramo de chimenea de un homo esti unido al teeho en el 
punto A. Mientras mantiene el extremo llbre de la chimenea on F, un tra- 
bajador empuja en E y jala en F para alinear el extremo E con cl homo. Si 
k fuerza dc 50 N aphcada en F yace en un piano paralelo al piano yz, de- 
termine a) el iingulo tv que forma la fuerza en F con la horizontal si el ducto 
AB no debe tender a rotar respecto a la vertical: determine h) ol si sterna 
fuerza-par en B equivalente al sistema de fuerzas dado cuando se satisface 
esta condicidn. 
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3.120 Un tramo de una chimenea para homo est& unido aJ techo en 
el punto A. Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F, un tra- 
bajador empuja en E y jala en F para alinear el extremo E con el homo. Si 
la fuerza de 50 N aphcada en F yace en un piano paralelo al piano yz, v 
a = 60°, a) reemplace el sistema de fuerzas dado con un sistema equivalente 
fuerza-par en C. b) determine si el ducto CD tendera a rotar a favor o en 
contra del sentido de las manecillas del reloj con relacidn al codo C, visto 
desde D. 

3.121 Un puntal ajustable BC es utilizado para colocar una pared en 
posicidn vertical, se ejerce un sistema fuerza-par sobre la pared. Reemplace 
este sistema fuerza-par con un sistema fuerza-par equivalente en A, de ma- 
nera que R = 21 .2 lb y Af = 13.25 lb ■ ft. 



Figure P3.121 
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Figura P3.123 y P3.124 


z 



3.122 Mientras se repara y nivela, el frente de up pbrtico caldo se 
sostiene mediante un gato de tomillo. Conlorme el gate se expande ejerce 
sobre e) pdrtico el sistema fuerza-par mostrado, donde /? = 60 lb y M = 22.5 
lb ■ ft. Reemplace este sistema fuerza-par con un sistema equivalente fuerza- 
par en C. 

3.123 Una base de concreto que tiene la forma de un hexagono regu- 
lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas* como indica 
la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacion de la resultante de 
las cuatro cargas. 

3.124 Una base de concreto que tiene la forma de un hexbgono regu- 
lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como se mues- 
tra en la figura. Determine la magnitud de las cargas adicionales que deben 
aplicarsc cn B y F si la resultante de las seis cargas dehe pasar por cl centre 
de la base. 


3.125 Las fuerzas mostradas en la figura son la resultante de las cur- 
gas verticales hacia abajo ejerciclas sobre las secciones del teebo piano de una 
construccibn, y se deben a la nieve acumulada. Determine la magnitud y el 
punto de aplicacibn de la resultante de estas cuatro cargas. 



3,126 Las fuerzas mostradas en la figura son la resultante de las cargas 
verticales hacia abajo ejerciclas sobre las secciones del techo piano de una cons- 
truccibn, y se deben a la nieve acumulada. Si la nieve representada por la fber- 
za dc 116 lops se remueve de manera quo actile en el punto E, determine ay b 
si cl punto de aplicacibn de la resultante de las cuatro cargas cstb entonces en B. 


*3,127 Un grupo de estudiantes carga la plataforma de un trailer de Problemas “|43 

2 X 4 m con dos cajas de 0.6 X 0.6 X 0.6 m y con una caja de 0.6 X 0.6 X 
1.2 m. Las cajas se colocan en la parte posterior del trailer de manera que 
queden alineadas con la parte trasera y los costados de 6ste. Determine la 
carga minima que los estudiantes deben colocar en una caja adicional de 0.6 
X 0.6 X 1.2 m y el sitio donde deben ascgurarla en el trailer si ninguna piirte 
de las cajas debe rebasar los costados. Ademis, suponga que cada caja est4 
cargada uniformemente y que la llnea de accidn de la rcsultante del peso de 
las cuatro cajas pasa por el punto de interseccidn de las lineas centrales y el 
eje del t oilier (Sugerencia: Tome en cucnta que las cajas pueden colocarse 
cn los extremes o los costados.) 


200 N 



*3*128 Resuelva el problema 3.127 si los estudiantes dcsean colocar 
todo el peso posible en una cuarta caja y que al menos uno de los lados de 
6sta coincida con un costado del trailer. 

*3.129 Una pieza de metal laminado sometida a tres fuerzas se dobla 
en la forma que muestra la figura. Reemplace las tres fuerzas con una Have 
de torsion equivalents, y determine a) la magnitud y la direccion de la re- 
sultante R, b) el paso de la Have de torsibn y c) el punto donde ei eje de la 
Have interseca al piano yz< 

*3.130 Un bloque dc madera estA sometido a tres fuerzas de igual 
magnitud F en las direcciones que muestra la figura. Rccmplace las tres 
fuerzas con una Have de torsidn equivalente, y determine a) la magnitud y la 
direccibn de la fuerza resultante R, h) el paso de la Have dc torsidn y a) el 
punto donde el eje de la Have interseca al piano xy. 




Figura P3.130 


V 


144 Cuerpos ngidos: sistemas equivalentes *3-1 31 Las fuerzas y Ids pares mostrados se aplican sobre dos tomi- 

Uos para sujetar una placa de metal a un bloque do madera. Reduzca las 
fuerzas y los pares a una Have de torsion equivalente, y determine a) la fuerza 
resultan te R, b) el paso de la Have de torsibn y c) el pi into donde el eje de 
la Have interseca al piano xz. 



Flgura P3.132 


y 



Flgura P3.133 



Flgura P3.131 


*3.132 En un proceso de manufactura automatizado, se perforan tres 
oriiicios simultdneamente on un bloque de aluminio, eomo indica la figura, Ca- 
da broca ejerce una fuerza de 50 N y un par de 0,100 N ■ m sobre el bloque. 
Si la broca A gira en sentido contrario al de las maneciilas del reloj y las broeas 
B y C lo hacen en el mismo sentido (segun se observa para cada broca), rerluz- 
ca las fuerzas y los pares ejercidos por las broeas sobre el bloque a una Have de 
torsidu equivalente, y determine a) la fuerza resultante R, b) cl paso de la Ha- 
ve de torsidn, c) cl punto donde la Have de torsibn interseca al piano xz. 

*3.1 33 Dos pemos Ay B se aprietan aplicando las fuerzas y el par mos- 
trados en la figura. Reemplace las dos Haves de torsion por una sola Have de 
torsibn equivalente, y determine a) la resultante R, b) el paso de la Have de tor- 
sibn equivalente y c) el punto donde cl eje de esta Have interseca al piano yz. 

*3.134 Dos pemos A y B se aprietan aplicando las fuerzas y el par 
mostrados en la flgura. Reemplace las dos Haves de torsibn por una sola Have 
de torsibn equivalente, y determine a) la resultante R, h) cl paso de la Ha- 
ve de torsi6n equivalente y c) el punto donde el eje dc esta Have interseca al 
piano xz. 



Flgura P3.134 


Problem as 


145 


*3.135 Ur asta bandera se sostiene mcdiante’tres cables. Si la tension 
en los cables tiene la misma magnitud P, reemplace las fuerzas ejercidas so- 
bre el asta por una Have de torsion equivalente y determine a) la fuerza re- 
sultantc R, b) el paso de la Have de torsi6n y c) el punto donde el eje de la 
Have de torsidn interseca al piano xz . 



*3,136 y *3.137 Determine si el sistema fuerza-par mostrado en la 
figura puede reducirse a una sola fuerza equivalente R. Si esto es posible, 
determine R y el punto donde la lfnea de accion de R interseca al piano yz. 
Si la reduccion no puede lograrse, reemplace el sistema dado por una Have 
de torsion equivalente y determine su resuJtante, su paso y el punto donde 
su eje interseca al piano yz. 



Figura P3.136 


y 



Figura P3.137 


*3.138 Rcemplace la Have de torsion mostrada cn la figura con un sis- 
tema equivalente que conste de dos fuerzas perpendiculares al eje z aplicadas, 
respectivamente, en Ay en B, 

*3.139 Demuestre que, en general, una Have de torsi6n puede ser 
reemplazada por dos Fuerzas seloccionadas de tal forma que una pase a traves 
de un punto determmado mientras la otra est& contenida en un piano dado. 

*3.140 Demuestre que una Have de torsidn puede reemplazarse eon 
dos fuerzas perpendiculares, una de las cuales est A aplicada en un punto de- 
ter mi nado. 


y\ 

s 



*3.141 Demuestre que una Have dc torsi6n puede reemplazarse con 
dos fuerzas, una de las cuales tiene una Irnca de acridn predefinida. 


REPASO Y 

RESUMEN 

DEL CAPl 

ITU LO 3 


Principio de transmisibilidad 



En este capitulo se e studio el efeeto de fuerzas ejercidas sobre un 
cuerpo rigido. Primero se aprendi6 a distinguir entre fuerzas exter- 
nal e internal [seccidn 3,2] y se vio que, de acuerdo con el princi- 
pio de transmisibilidad, el efeeto de una fuerza externa sobre un 
cuerpo rigido permanece inalterado si la fuerza se mueve a lo largo 
de su linea de action [seccidri 3.3]. En otras palabras, dos fuerzas F 
y F', que actuan sobre un cuerpo rigido en dos puntos distintos 
tienen el mis mo efeeto sobre di oho cuerpo si tienen la misma mag- 
nitude la misma direction y la misma lfnea de action (figiira 3.48). 
Se dice que dos fuerzas como Astas son equivalentes . 


Fig ura 3.48 


Antes de proceder con el estudio d & sistemas equivalentes de 
fuerzas , se presento el concepto del producto vectaiial de dos rec- 
to res [sepcidn 3.4]. El producto vectorial 


Producto vectorial de dos vectores 


V = P X Q 


i i 

V = P X Q 




b) 


Flgura 3.49 



de dos vectores Py Q se definid coi no el vector perpendicular al pia- 
no que contiene a P y a Q (figura 3,49), cuya magnitnd es igual a 

V — PQ sen 8 (3.1) 

y que esti dirigido de manera que una persona nbicada en la parte 
terminal de V vera la rotation a traves de tiii angulo 0 que hace al 
vector P colineal con cl vector Q como eontraria al movimiento 
de las manecillas del reloj. Se dice que los tres vectores P. Q y V 
— considerados en ese orden — forman una tnnda de memo derecha. 
Se concluye que los productos vectoriales Q X Py P X Q estan re- 
presentados por vectores iguales y opuestos. AM, se tiene que 

Q X P = — (P X Q) (3.4) 

Ademas, a partir de la definicidn del producto vectorial de dos vec- 
tores, tambien se concluye qua los productos vectoriales de los vecto- 
res unitarios i, j y k estin dados por 

i X i = 0 i X j = k j X i = — k 

y asf sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores 
unitarios pnede obtenerse ordenando las tres letras que representan 
los vectores unitarios en un circulo, en tin sentido contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj (figura 3.50): el producto vectorial 
de dos vectores unitarios ser4 positivo si estos sc siguen uno al otro 
en un orden contrario a las manecillas del reloj v sera negative si 6s- 
tos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj. 
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Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos 
vectores P y Q fueron expresadas como sigue [seccion 3.5]: 


V, = P y Q z - P;Q y 
V, = P Z Q X - P r Q z 
Ys ~ PxQy ~ PyQx 

Con el uso de un determinants tambien se escribid 

* j * 

P. X Py P t 

Qx Qy Qz 


(3.9) 


V = 


(3.10) 


El momenta de una fuerza F con respecto a un punto O se 
definid [seccidn 3.6] como el producto vectorial 


Mo = r x F 


( 3 . 11 ) 


donde r es el vector de posicion trazado desde O hasta el punto de 
aplicacidn A. de la fuerza F (figura 3.51). Si se representa con 8 el 
Angulo entre las Ifneas de acci6n de r y F, se encontrd que la mag- 
nitud del memento de F con respecto a O podfa expresarse como 


M 0 — rF sen 8 — Fd 


(3.12) 


donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la 
I me a de accion de F. 

Las componentes rectangulares del momenta Mo de una fuerza 
F se expresaron [seccidn 3.8] como 


M x = yF z - zF y 
M y = zF x - xF z 
M z = xFy - yF x 


(3.18) 


donde x, y y z son las componentes del vector de posicidn r (figura 
3.52). Usando una forma de determinante, se escribid tambien 


Mo = 


i j k 

x y z 

F F F 

A x r tj L % 


( 3 . 19 ) 


En el caso mas general del momento de una fuerza F aplicada en 
A con respecto a un punto arbitrario B, se obtuvo que 


M» = 


* 3 « 

X A/B */A /B Z A/B 

F F F 

r x r tj r z 


(3.21) 


donde Xa/b> Va/b y %a/b son las componentes del vector r A / B : 

Xa/B=Xa~X B y A /B=yA-tjB Z A/ B^Z A -Z H 


Componentes rectangulares del producto 
vectorial 


Momento de una fuerza eon respecto 
a un punto 



Figura 3.51 

Componentes rectangulares del momento 
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En el case de problemas; que jbrivolucran unicamente a dos di- 
memiones, se puede suponer que la fuerza F se encuentra en el 
piano xy. Su momento con respecto a un punto B que se en- 
cuentra en ese mis mo piano es perpendicular al piano en euestidn 
(figura 3.53) y esta eompletamente definido por el escalar 

M b -:0c* - x B )P y - (y A - y B W x (3.23) 



Figura 3.53 


Producto escalar de dos vectores 



Figura 3.54 


Proyeccibn de un vector sobre un eje 



Producto triple escalar de tres vectores 


En los problemas resueltos 3.1 al 3.4 se rnostraron varios metodos 
para el calculo del momento de una fuerza con respecto a un punto. 

El producto escalar de dos vectores P y Q [seecion 3.9] se de- 
noto por P * Q y se definio como la cantidad escalar 

P-Q = Ppcos0 (3.24) 

dondefl es el angulo entre P y Q (figura 3.54). Sc expreso el pro- 
ducto escalar de P y Q en terminos de las componentes escalares 
de los dos vectores, se determino que 

f>-Q = P x & + P y Q y + P z Q z (3,30) 

L aproyecciondeun vector P sobre un eje OL (figura 3.55) se puede 
obtener formando el producto escalar de P y el vector imitario X 
a lo largo de OL. MU se tiene que 

Pol = P‘X (3.36) 

. o, con las componentes reetangulares, 

Pol = Px ws .+ P y cos 8 y f P z cos 8 Z (3.37) 

donde 0*, B y y % representan los Angulos que forma el eje OL con 
los ejes coordenados; 

El producto triple escalar de los tres vectores S , P y Q se defmi6 
como la expresidn escalar 

. .. S (P X Q) (3.38) 

que se ohtuvo formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q {seccidn 3.10}. Se mostrd que 
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S • (P X Q) = 


s u 


(3.41) 


P* 

Q* Qy • 

donde los elementos del determinate son las componentes rec- 
tangulares de los tres vectores. 

El momenta de una fuerza F con respecto a un eje OL [see- 
cion 3.11] se definid como la proyecci 6vt OC sobre OL del mo- 
menta M 0 de la fuerza F (figura 3.56), esto es, se definio como el 
producto triple escalar del vector unitario; A, el vector de posicidn 
r y la fuerza F: : 

Mol “ A * Mo — A * (r X F) 


(3.42). 


Con el uso 
calar, se tiene 


le es- 


M 0 l 


x 

F . 


r * 


(3,43) 


donde A A y , k z =? cosenos directores del eje OL 
— componentes de r 
F*, F y> Fz r- componentes de F 

En el problema resuelto 3.5 se presento un ejemplo de la determi- 
naeidn del momento de una fuerza con respecto a un eje inclinado. 

Se dice que dosfuerzas F y — F que tienen la misma magnitude 
Hneas de aceidn paralelas y sentidos opuestosforman un par [seccion 
3.12]. Se demos tro que el momento de un par es independiente del 
punto con respecto al cual se calcula dicho momento* el momento 
de un par es un vector M perpendicular al piano del par e igual en 
magnitud al producto de la magnitud comiin de las fuerzas F y la dis- 
tancia perpendicular d entre sus Ifneas de action (figura 3.57). 

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalents s 
esto es, dichos pares tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido 
dado [seccion 3.13]. La suma de dos pares tambidn es un par [sec- 
cidn 3,14] y el momento M del par resultante se puede obtener su- 
mando vectorialmente los momentos M\ y de los pares origina- 
les [problema resuelto 3.6]. Por tanto, se concluye que un par pue- 
de ser representado por un vector, conocido como el vector de par, 
igual en magnitud y direecidn al momento M del par [secti6n.3d5J, 
Un vector de par es un vector libre que, si asf se desea, se puede fi- 
jar al origen O y se puede separar cn componentes (figura 3.58). 


Momento de una fuerza con respecto 
a su eje 



Figura 3.56 
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Figura 3.59 




Sistema f uerza-par Cualquier fuerza F que actda en un punto A de un cueipo ngi- 

do puede reemplazarse por un sistema fuerza-par en im punto arbt- 
trario O el cual consta de la fuerza F aplicada en O y un par de mo- 
mento M 0> igual al momenta de la fuerza F en su posicidn original 
con respecto a O [seeei6n 3.16}; se debe senalar que la fuerza F y el 
vector de par M 0 siempre son perpendiculares entre si (figura 3,59). 

Reduction de un sistema de fuerzas a Seconcluye que [seccidn 3.17] cualquier sisiefnade fuerzas pue- 

un sistema de fuerza-par de ser re ducido a un sistema fuerza-par en un punto dado O , reem- 

plazandaprimero.cada unade las fuerzas del sistema por un sistema 
equivalente fuerza-par en O (figura 3.60) para despu^s sumar todas 
las fuerzas y todos los pares determinados de esta forma con el fin 
de obtener a la fuerza resultante R y al vector de par resultante Mq. 
[problemas resueltos 3.8 al 3.11]. Observes© que, en general, la re- 
sultante R y el vector de par Mq no ser&n perpendiculares entre si. 



a) b) c) 

Figura 3.60 


Sistemas equivalentes de fuerzas Con base en lo anterior, se concluyd [seccion 3.18] que, en lo 

que respecta a las cuerpos rfgidos, dos sistemas de fuerzas F x> F 2 > 
F 3> , . i- y F{, Fi p 3 > . . . , son equivalentes si, y solo si, 

2F-2F y SM 0 = 2Mb (3,57) 

Reduccidn adicional de un sistema de Si la fuerza resultante R y el vector de par resultan te Mo son 

fuerzas perpendiculares entre sf, el sistema fuerza-par en O puede redu- 
cirse adn mas a nna sola fuerza resultante [seccion 3.20}. Elste es 
el case para sistemas que estan constituidos por: a) fuerzas concu- 
rrentes (como los sistemas considerados en el capftulo 2 ),b) fuer- 
zas coplanares [problemas resueltos 3.8 y 3.9] o c) fuerzas parale- 
las [problema resuelto 3.ll}: Si la resultante R y el vector de par 
Mg no son perpendiculares entre sf el sistema no puede ser redu- 
cido a una sola fuerza. ^ste, sin embargo, puede ser reducido a un 
tipo especial de sistema fuerza-par que recibe el nombre de Have 
de torsidn, el cual consta de la resultante R y un vector de par M* 
dirigido a lo largo de R [seccion 3.21 y problems resuelto 3.12]. 


Problemas de repaso 


3.1 42 Se requiere una fuerza vertical de 800 N para remover, de la tabla 
mostrada, el clavo que esta en C. Un instante antes de que el clavo comience a 
salir, determine a) el mo men to respecto a B de la fuerza ejercida sobre el clavo, 
b) la magnitud de la fuerza P que genera el mis mo memento respecto a B si 
a = 10° y c) la fuerza P minima que genera el mismo momento respecto a 2?, 

3 . 143 Un mccdnico automotriz usa el tramo de tubo AB como palanca 
para tensar la banda de la polea de un alternador. Cuando el mecanico pre- 
siona hacia abajo en el punto A. se genera una fuerza de 580 N sobre el al- 
temador en B. Determine el momento de la fuerza respecto al pemo C si 
su linea de accidn pasa por O. 

144 film 



1 08 mm 


86 mm 


78 mm 


Flgura P3.143 


3.144 La ramp a ABCD se sostiene mediante cables colocados en las 
esquinas C v D. Si la tensi6n que se ejerce en cada uno de los cables cs de 
360 lb, determine el momento respecto a A de la fuerza ejercida por a) el 
cable en D, h) el cable en C. 

3.145 Determine los angulos form ados por los alambres AC y AD de 
la red de voleibol que se muestra en la figura. 



Flgura P3.142 



Flgura P3.144 



3,146 Para levantar una caja pesada, un bombre usa un bloque y un 
polipasto sujetandolos a la parte inferior de la viga I mediante el gancho colo- 
cado en B> Si los momentos, respecto a los ejes y y z, de la fuerza ejercida 
en B por el tramo AB de la cuerda son, respectivamente, de 100 lb - ft y de 
-A00 lb ■ ft, determine la distancia a. 



Flgura P3.146 
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3*147 La placa triangular ABC csti sostenida por apoyos de cuenca y 
bola (rdtula) colocados en B y D, y se mantiene en la position mostrada me- 
diante los cables AE y CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de 
132 lb, determine el momento de esa fuerza respecto a la linea que une los 
puntos D y B. 

3.148 Latensidn pre sente en el cable que estd, unido al extremo C de un 
aguilon ajustable ABC es de 1 000 N. Reemplace la fuerza ejercida por el ca- 
ble en C con im sistema equivalente fuerza-par en a) el punto A, b) el punto B. 



3.149 Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina cn 
el punto B. Si la tensi6n en e) cable es de 250 lb, reemplace la fuerza ejer- 
cida por el cable en B con nn sistema equivalente formado por dos fuerzas 
paralelas aplicadas en A y C. 

3.150 Para mantener ceiTada una puerta, se usa una tab la de madera 
colocada entre el piso y la periila de la puerta. La fuerza que la tabla ejerce 
en B es de 45 lb y esti dirigida a lo largo de la Knea AB. Reemplace esta 
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par en C. 

3.151 El engrane C esta unido rigidamente al brazo AB. Si las fuerzas 
V los pares mostrados se pueden reducir a una sola fuerza equivalente en A, 
determine dicha fuerza y la magnitud del par M. 



y 

32 in. 


2.5 in. 


Figure P3.150 


4.5 in. 


3.1 52 Un buje de phlstico se inserta en un cilindro de metal de 3 in. de 
di&metro como jndica la figura, la herramienta de insereiOn ejerce fuerzas so- 
bre la superficie del cilindro. Cada fuerza es paralela a uno de los ejes coorde- 
nados. Reemplace estas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en C. 



Figura P3.151 



Figure P3.152 
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3.153 Tres ninos se encuentran parados en una balsa de 15 X 15 ft. 
Los pesos de los ninos situados* respectivamente* en A, B y C son de 85, 60 
y 90 lb. Si una cuarta nina con peso de 95 lb se sube a k balsa, determine 
drinde debe estar parada si los otros ninos permanecen en la posicidn que se 
muestra v si la linea de accion de la resultante del peso de los cuatro ninos 
debe pasar por el centre de la balsa. 



Figure P3.153 



3. Cl La barra AS es mantenida en posicidn mediante el cordon AC 
cuya tension es T. Util ice un programa de cdmputo para determinar el mo- 
men to, respecto a B, de la fuerza ejercida por el corddn en el punto A en 
tdrminos do la tension T y la distancia c. Grafique el momento respecto a B 
para 320 mm < c < 960 mm si a) T = 50 N, h) T = 75 N\ c) T — 100 N. 



Flgura P3.C1 


3.C2 Un tubo de 400 mm de longitud se puede deslizar libremente a 
lo largo de una banra horizontal. Los extremes A y B del tubo estan conec- 
tados por eordones eliisticos fijados al punto C. a) Determine el angulo 0 en- 
tre los dos condones AC y BC como una funcidn de x. b) GraOque el angulo 
0 entre los eordones AC y BC como una funcidn de x para -400 mm ^ x < 
400 mm. 



Figura P3.C2 
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Figura P3.C4 



Aj 

Figura P3.C5 


y 



3.C3 Utilice un prognuna cle cdmputo para determiner la distancia 
perpendicular que hay entre !a lihea de accidn de ima fuerza F v la linea OL. 
Ejecute dicho program a para resolver a) el problema 3.62, h) el problem a 
3.63, c) el problema 3.65. 



Figura P3.C3 


3.0 4 Un amigo le pide ayuda para disen ar recipientes do nde cultivar 
floras. Eos recipientes deben tener 4, 5, 6 u S lados, los cuales pueden estar 
proyectados hacia faera I0 : 20 o 30°. Utilice un prog ram a de c6mputo para 
detenninar el Angulo a del bisel en cada uno de los doce disenos propuestos. 
(Sugerencia: El Angulo a del bisel es igual a la mi tad del Angulo for made por 
las nonmales que se dirigen hacia dentro de dos lados adyacentes.) 

3.C5 CJna grua estA orientada de manera quo el extremo del aguilrin 
OA de 50 ft perteneee al piano yz como se muestra en la figura. Si la ten- 
sion en el cable AJ5 es de 875 lb, determine el mo men to respecto a cada eje 
coordenado de la fuerza ejercida sob re A por el cable AB como una funcion 
de x. Grafique cada momento como nna funcion de x para — 15 ft ^ x ^ 15 
ft. 


3 .06 Una paciente que realiza terapia ffsica descansa sobre su lado 
derecho v sostiene una mancuema de 1.5 kg en su mano jzquierda, la cual 
Jevanta lentamentc a lo largo de una trayectoria circular. Si el centre de la 
trayectoria esta en B v Asta perteneee al piano xy, grafique las componentes 
escalares del momento del peso de la mancuema, respecto a C, como una 
- funcion de 0 para — 70 6 < 0 < 40°. 

3.C7 El redactor de velocicLid de Angulo recto horizontal que se mues- 
tra en la figura pesa 40 lb, v su centro de gravedad esta ubicado sobre el eje 
y. Si Mi = An y M 2 — An 3 , determine la fuerza unica que es equivalents 
al peso de la unidad y los dos pares quo actuan sobre ella, asimismo deter- 
mine el punto de coordenadas (r, () 7 z) donde la linea de accion de la fuerza 
unica interseca al piso. Grafique xy z como funciortes de n para 2 ^ n ^ 6 
cuando a) A = 0.75 lb * ft, h) A = 1.5 lb ■ ft, c) A = 2 lb ■ ft. 



Figura P3.C6 


Figura P3.C7 
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3.C8 Una viga AB esta sometida a varias fuerzas verticales, como se 
muestra en k figura. Con el uso de software determine la magnitud de la re- 
sultante de las fuerzas y la distancia x c al punto C, el punto donde la Ifnea 
de acci6n de la resultante interseca a AB, Use este software para resolver el 
problema 3,103a. 



3.C9 Con el uso de software, determine la magnitud y el punto de 
aplicatitin de la resultante de las fuerzas verticales Pj , P 2> . . . , P n , las cuales 
actiian en los puntos A|, A 2 , . . . , que sc encuentran en cl piano xz , Use 
este sofware para resolver: a) el problema 3.123 y b) el problema 3.125. 



3.C10 Usando software, determine si un sistema de fuerzas y pares 
puede ser reducido a una sola fuerza equivalente R, y, si es posiblc, deter* 
mine R y el punto donde la linea de accidn de R interseca al piano tjz< Use 
este software para resolver: a) el problema 3.136 y b) el problema 3.137. 



Figura P3.C10 



CAPITULO 


Para cada una de las turbinas tie viento que se muestran en la fotografla, debe calcularse la sums de los 
mementos de las cargas est^tica y dinamica respecto a la base de la torre para asegurar que el par de la 
reaccion en la base no produzca una ruptura en la torre. 





4.1. 1NTR0DUCCI0N 

En el capitulo anterior se vio que las fuerzas extern as que acttian so- 
bre un cuerpo rigido pueden reducirse a un sistema fuerza-par en un 
punto arbitrario O. Cuando la fuerza y el par son iguales a cero, las 
fuerzas extemas forman un sistema equivalente a cero y se dice que el 
cuerpo rigido se eucuentra en equilibrio. 

Por tanto, las condiciones necesarias y suficientes para el equili- 
brio de un cuerpo rigido se pueden obtener igualando a cero a R y a 
Mo en las reladones (3.52) de la seccidn 3.17: 


2F = 0 SMo = £(r X F) = 0 (4.1) 


Si se descompone cada fuerza y cada momento en sus compo- 
nentes rectangu lares, se pueden expresar las condiciones necesarias 
y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rigido por medio de las 
seis ecuaciones escalares que se presen tan. a continuaci6n: 


o 

\\ 

H 

= 0 

2F 3 = 0 

(4.2) 

2M. = 0 

2My = 0 


(4.3) 


Las ecuaciones obtenidas se pueden einplear para determinar fuer- 
zas desconocidas que estdn aplicadas sobre el cuerpo rigido o reaccio- 
nes desconocidas ejercidas sobre este por sus puntos de apoyo. Se ob- 
serva que las ecuaciones (4.2) expresan el hecho de que las componen- 
tes de las fuerzas extemas en las direcciones x, y y % est&n balanceadas; 
las ecuaciones (4.3) expresan a su vez que los momentos de las fuer- 
zas extemas con respecto a los ejes x,y y z tambien estin balanceados. 
Por tanto, para un cuerpo rigido en equilibrio el sistema de fuerzas ex- 
temas no le impartirl un mcrvimiento traslacioiial o rotacional al cuer- 
po en consideration. 

Para poder eseribir las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo 
rigido, es esencial identificar primero todas las fuerzas que actuan so- 
bre dicho cuerpo y, ententes, dibujar el diagrama de cuerpo libre co- 
rrespondiente. En este capitulo se considerara primero el equilibrio 
de estructuras hidimemionales sujetas a fuerzas contenidas en sus pia- 
nos y se aprender& c6mo dibujar sus diagramas de cuerpo libre. Ade- 
mas de las fuerzas aplicadas sobre una estructura, se considerar£n las 
reacciones ejercidas sobre esta ultima por sus puntos de apoyo. Se aso- 
ciara un tipo especffico de reaccion con cada tipo de apoyo. Se apren- 
der£ c<3mo determinar si una estructura esta apoyada apropiadamen- 
te 5 de forma que se pueda saber de antemano si las ecuaciones de 
equilibrio podriin resolverse para determinar las fuerzas y reacciones 
desconocidas. 

En la ultima parte del capitulo se considerara el equilibrio de es- 
tructuras tridimensionales y se realizara el mismo tipo de anilisis para 
estas estructuras y para sus puntos de apoyo. 
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A l resolver un problema relacionado con el equdibrio de un cuerpo 
rigido es esencial que se consideren todas las fuerzas que actuan sobre 
este; adem£s, e$ importante excluir cualquier fuerza que no este dada 
directamente sobre dicho cuerpo, Omitir o agregar una fuerza extrana 
podria destruir Las condiciones de equilibrio. Por tan to, el primer paso 
en la sol u cion del problema es esquematizar un diagrama de cuerpo U - 
bra del cuetpo ngido en consideracion. Los diagramas de cuerpo libre 
va fueron utilizados en muchas ocasion es en el capftulo 2. Sin embar- 
go, en vista de su importancia para la solucidn de problemas de equili- 
bria, aqui se resumen los dife rentes pasos que se deben seguir al mo- 
mento de clibujar un diagrama de cuerpo libre. 

1 . Se debe tomar una decision acertada en relacion con la selec- 
cion del cuerpo libre que ser4 utilizado, Despu^s se debe se- 
parar al cuerpo del suelo y de todos los demas cuerpos. Asf, se 
reaiiza un croquis del contomo del cuerpo ya aislado, 

2« Todas las fuerzas extern as deben indicarse en el diagrama 
de cuetpo libre, Estas fuerzas representan las acetones ejer- 
cidas sobre el cuerpo libre por el suelo y por los cuerpos que 
ban sido separados del rnismo; estas fuerzas deben aplicarse 
en los diversos puntos sobre los que el cuerpo libre estaba 
apoyado en el suelo o estaba conectado a otros cuerpos. Tam- 
bien se debe incluir entre las fuerzas extern as el peso del cuer- 
po libre, puesto que representa la atraccion ejercida por la 
Tierra sobre las clistintas particulas que lo cons tit uven. Como 
se verd en el capftulo 5, el peso debe aplicarse en el centro 
de gravedad del cuerpo. Cuando el cuerpo libre esta consti- 
tuido por varias partes, las fuerzas que dichas partes ejercen 
entre sf no deben incluirse entre las fuerzas extemas; siem- 
pre que se considere completo a l cuerpo libre, son fuerzas in- 
ternas. 

3. Las magnitudes y las direcciones de la s fuerzas extemas que 
son conocidiis deben senalarse con claridad en el diagrama de 
cuerpo libre. Cuando se indiquen las direcciones de dichas 
fuerzas, se debe recordar que estas son las ejercidas sobre , y 
no por , el cuerpo libre. Por lo general, las fuerzas extemas co- 
nocidas incluyen el peso del cuerpo libre y la s fuerzas aplica- 
das con un propdsito en particular 



Fotograffa 44 Un diagrama de cuerpo libre del 
tractor que se muestra en la foto incluirfa todas 
las fuerzas externas que actuan sobre €\\ el peso 
del tractor, el peso de la carga en la pala y las 
fuerzas ejercidas por el suelo sobre las Mantas. 



Fotograffa 4.2 En el caprtulo 6 se expends 
como determ rnar las fuerzas intemas en 
estructuras hechas de varias piezas conectadas, 
como las fuerzas en los elementos que soportan 
la pala del tractor de la fotografia 4.1. 


4. Las fuerzas extemas desconocidas consisten en las reaceiones 
a trav^s de las cuales el suelo y otros cuerpos se oponen a un 
posible movimiento del cuetpo libre. Las reacciones lo obli- 
gan a permanecer en la misma posici6n y, por esta razdn, al- 
gunas veces reciben el nombre de fuerzas de restriccion. Las 
reacciones se ejercen en los puntos donde el cuerpo libre es- 
ta apoyado o conectado a otros cuerpos y deben indicarse con 
claridad. Las reacciones se estudian con mas detalle en las sec- 
ciones 4.3 y 4.8. 


5, El diagrama de cuerpo libre tambi^n debe incluir dimen siones, 
puesto que estas se pueden necesitar para el calculo de mo- 
rn entos de fuerzas. Sin embargo, cualquier otro detalle debe 
omitirse. 
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EQU1LIBRIO EN DOS D1MENSIONES 


4,3, REACCIONES EN LOS PUNTOS DE APOYO 
Y CONEXIONES DE UNA ESTRUCTURA BIDIMENSIONAL 



Fotogratfa 4.3 Cuando el eslabdn del 
mecanismo de apertura del toldo para^ventana se 
extlende, la fuerza que 6ste ejerce sobre el 
deslizador produce una fuerza normal aplicada 
sobre la barra, lo que causa que el toldo se abra. 



Fotogratfa 4,4 El apoyo oscilatorio del estribo 
montado, que se muestra en la fotogratfa, se usa 
para apoyar el camino sobre un puente. 



Fotograffa 4.5 Se muestra la expansidn del 
apoyo oscilatorio de un puente con plataforma de 
trabes. La superficie convexa del oscilador le 
permite al apoyo de la trabe moverse en torma 
horizontal. 


En la primera parte de este capituJo se considera el equilibrio de una 
estructura bidimensionaf esto es, se supone que la estructura que se 
est£ anali 2 ando y las fuerzas aplicadas sobre la misma e$t4n contenidas 
en el mismo piano. De la forma mas clara 7 las reacciones necesarias 
para mantener a la estructura en la misma posicion tambien estaran 
contenidas en d mis mo piano. 

Las reacciones ejercidas sobre una estructura bi dimensional pue- 
den ser divididas en tres grupos que corresponden a tres tipos de apo - 
yos (puntos de apoyo) o conexiones: 

L Reacciones equivalentes a una fuerza con una linea de accidn 
conocida. Los apoyos y las conexiones que origin an reacciones 
de este tipo mcluyen rodillos > balancines . superficies sin fric- 
cion , esla bones o bielm y cables cortos , collarines sobre barms 
sinfriccion y pemos sinfiriccidn en ranuras lisas. Cada uno de 
estos apoyos y conexiones pueden impedir el movimiento s 6- 
lo en una direccidn. Los apoyos mencionados anteriormente 
junto con las reacciones que producen se muestran en la figura 
4.1. Cada una de estas reacciones jnvolucra a una sola incog- 
nita , es decir, la magnitud de la reaccidn; dicha magnitud de- 
be represen tarse con una letra apropiada. La linea de accidn 
de la reaccidn es conocida y debe indicarse con claridad en el 
diagrarna de cuerpo lib re. El sentido de la reaccion debe ser 
como se muestra en la figura 4.1 para los casos de una super- 
ficie sin friccidn (hacia el cuerpo libre) o de un cable (alejan- 
dose del cuerpo libre). 1 a reaccidn puede estar dirigida en uno 
u otro sentido en el caso de rodillos de doble carril, eslabones, 
collarines sobre barras y pemos en ranuras. Por lo general, los 
rodillos de un carril y Ins balancines son reversibles y, por tan- 
to, las reacciones correspondientes tambien pueden estar di- 
rigidas en uno u otro sentido. 

2 . Reacciones equivalentes a una fuerza de magnitud y direccion 
desconocidas . Los apoyos y las conexiones que originan reac- 
ciones de este tipo incluyen pemos sin fnccion en orifitcios 
ajustaelos , articulaciones o bisagras y superficies rugosas. Es- 
tos pueden impedir la traslacion del cuerpo rigido en todas 
direcciones pero no pueden impedir la rotacion dei mis mo 
con respecto a la conexidn. Las reacciones de este grupo in- 
volucran dos incdgnitas que usualmente se rep resen tan por 
sus componentes x y y. En el caso de una superflcie rugosa, 
la componente perpendicular a la superflcie debe dirigirse ale- 
jandose de dsta. 

3* Reacciones equivalentes a una fuerza tj un par. Estas reaccio- 
nes se originan po r apoyos fiijos, los cuales se oponen acualquier 
movimiento del cuerpo libre y, por tanto, Jo restririgen por com- 
pleto. Los soportes fijos producen fuerzas sobre toda la super- 
flcie de contacto; sin embargo, estas fuerzas form an un sistema 
que se puede reducir a una fuerza y un par. Las reacciones de 
este grupo involucran tres incognitas s las cuales consisten en las 
dos componentes de la fuerza y en el momento del pa_r. 


4.3. Reacciones en los pantos de apoyo y H g^ 
conexiones de una ostructura bidimensional 


Apoyo o conexi6n 

lieaccddn 

Numero de 
incognitas 

Rodillos o patines Ba]«ndn Su K rfif 1 e 

r sin mccion 

Fuerza con Ifnea 
de accddn eonocida 

l 

Cable corto Eslabdn corto 

Fuerza eon Ifnea 
de accidn oonocida 

1 

Collarln sobre una Pemo sin friccidn 

barra sin friccidn en una ranura lisa 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

Fuerza con Ifnea 
de action eonocida 

1 

ga 

r 

Pemo sin friccidn, Supert 

artioulacidn o bisagra 

icie rugosa 

9 a 

Fuerz 

de 

a de direccidn 
isconocida 

2 

Apoyo fijo 

Fuerza y par 

3 


Fig ura 4.1 Reacciones en apoyos y conexiones. 


Cuando el sentido de una fuerza o un par desconocido no es evi- 
dence, no se debe in ten tar determinarlo. En lugar de ello, se supondra 
arbitrariamente el sentido de la fuerza o el par; el signo de la suposi- 
cion obtenida indicar a si la respuesta fue correcta o no. 
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Figure 4.2 


4.4. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO 
EN DOS DIMENSIONES 

Las condiciones establecidas en la secci6n 4.1 para el equilibrio de un 
cuerpo rfgido se vuelven m4s simples para casos de estructuras bidi- 
mensionales. Al seleccionar a los ejes x y y en el piano de la estructu- 
ra, se tiene que 

F x = 0 M x = M y = 0 U % = M Q 

para cada una de las fuerzas aplicadas sobre la estructura. Por tanto, las 
seis ecuaciones de equilibrio derivadas en la secci6n 4.1 se reducen a 

2F* — 0 SF y = 0 2Af 0 = 0 (4.4) 

y a las tres identidades triviales 0 = 0. Como se debe cumplir que 2A4 0 
= 0 sin importar la eleccidn del origen O, se pueden escribir las ecua- 
ciones de equilibrio para una estructura bidimensional en la forma rnas 
general 

1£F X — 0 0 2M A = 0 (4.5) 

donde A es cualquier punto en el piano de la estructura. Las tres ecua- 
ciones obtenidas pueden resolverse para un maxi mo de tres incognitas. 

En la seccidn anterior se vio que las fuerzas desconocidas incluyen 
reacciones y que el numero de incdgnitas correspondientes a una reac- 
ci6n depende del tipo de apoyo o conexidn que origina dicha reaccidn. 
Como se hizo referenda cn la seccidn 4.3, se observa que las ecuacio- 
nes de equilibrio (4.5) pueden ser empleadas para determinar las reac- 
clones asociadas con dos rodillos y un cable, un apoyo fijo o un rodiLlo 
y un pemo en un orificio ajustado, etcdtera. 

Observe la figura 4.2a , en la cual la armadura mostrada estd some- 
tida a las fuerzas dadas P, Q y S. La armadura se mantiene en su lu- 
gar por medio de un pemo en A y un rodillo cn B. El pemo impide 
que el punto A se mueva ejerciendo una fuerza sobre la armadura que 
se puede descomponer en las componentes A* y Ay; por su parte > el 
rodillo impide que la armadura rote con respecto a A ejerciendo la 
fuerza vertical B. El diagrama de cuerpo libre de la armadura se mues- 
tra en la figura 4.2fe; este incluye tanto las reacciones A*, A*, y B como 
las fuerzas aplicadas P, Q y S y el peso W de la armadura. Para expre- 
sar que la suma de los momentos con respecto a A, que implica todas 
las fuerzas mostradas en la figura 4.2b , es igual a cero, se escribe la 
ecuacion = 0, la cual puede utilizarse para determinar la mag- 
nitud B puesto que dicha ecuacidn no contiene a A x o a A y . Despuds, 
para in dicar que la suma de las componentes x y y de las fuerzas son 
igual es a cero, se escriben las ecuaciones SF* = 0 y EF y = 0, a parti r 
de las cuales se obtienen, respectivamente, las componentes A x y A tJ . 

Se podrfa obtener una ecuacion adidonal expresando que la suma 
de momentos de las fueizas extemas con respecto a un punto distinto 
de A es igual a cero. Por ejemplo, se podria escribir = 0. Sin em- 
bargo, una expresion de ese tipo no contendria ninguna inform acion 
nueva, puesto que ya se ha establecido que el sistema de fuerzas mos- 
trado en la figura 4.2 b es equivalente a cero. Por tanto, la ecuacion adi- 
cional no seria independiente y no podrfa utilizarse para determinar una 
cuarta incognita. Sin embargo, esta ecuaci6n serviria para verificar la so- 
lucion obtenida^a partir de las tres ecuaciones de equilibrio originales. 

A pesar de que no se pueden poner ecuaciones adicionales a las 
tres ecuaciones de equilibrio originales, cualquiera de dstas puede ser 


reemplazada -por otra. De esta forma, un si sterna alternative de ecua- 
ciones de equilibrio es 
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2F X - 0 ZM a * 0 2M* - 0 (4.6) 

donde el segundo punto con respecto al cual se sum an los inomen tos 
(en este caso, el punto B) no puede estar ubicado en la lmea paralela 
al eje y que pasa a travds del punto A (figura 4,2b). Estas ecuacion es 
son condiciones suficientes para el equilibrio de la armadura. Las pri- 
meras dos ecuaciones indican que las fuerzas extemas deben reducir- 
se a una sola fuerza vertical en A. Como la tercera ecuacidn requiere 
que el momento de esta fuerza sea igual a cero con respecto al punto 
B, el cual no esta sob re su lfnea de accidn, la fuerza debe ser igual a 
cero v el cuerpo rigido est& en equilibrio. 

Un tercer posible conjunto de ecuaciones de equilibrio es 

£M a = 0 2M b = O 2M C = 0 (4.7) 

donde los pun tos A, B y C no son colineales (figura 4.2 b). La primera 
eeuacidn requiere que las fuerzas extemas se reduzcan a una sola fuer- 
za en A; la segunda ecuacidn requiere que esta fuerza pase a traves de 
B y la tercera ecuacion requiere que pase a traves de C. Como los pun- 
tos A, B y C no son colineales, la fuerza debe scr igual a cero y el cuer- 
po rigido est£ en equilibrio. 

La ecuaci6n — 0, la cual expresa que la sum a de los momentos 
de las fuerzas con respecto al pemo A es igual a cero, posee un sigtiifica- 
do fisico mds definido que cualquiera de las otras dos ecuaciones (4.7). 
Iistas expresan una idea similar de balance pero lo hacen con respecto a 
puntos en los cuates el cuerpo rigido no estd realmente articulado. Sin 
embargo, dichas ecuaciones son tan utiles como la primera y la seleccion 
de las ecuaciones de equilibrio no debe estar indebidamente influida por 
el significado fisico de las mismas. De heclio, en la practica serd desea- 
ble elegir ecuaciones de equilibrio que contengan una sola inedgnita, 
puesto que asi se elimina la necesidad de resolver ecuaciones simulta- 
neas. Es posible obtener ecuaciones de una sola inedgnita al sumar mo- 
mentos con respecto al punto de interseeddn de las fineas de accion de 
dos fuerzas desconocidas o, si dichas fuerzas son paralelas, sumar las com- 
ponentes perpendiculares a esa direcci6n comun. Por ejemplo, en la fi- 
gura 4.3, en la cual La armadura mostrada se sostienc por rodillos en A y 
B y por un eslabdn corto en D, las reacciones en A y B pueden elimin ar- 
se con la suma de las componentes x. Las reacciones en A y D se elimi- 
nan al sumar momentos con respecto a C, y las reacciones en B y D su- 
mando momentos con respecto a D. Las ecuaciones obtenidas son 

2F* = 0 = 0 2M d = 0 

Cada una de estas ecuaciones contiene una sola inedgnita. 

4.5. REACCIONES ESTATICAMENTE INOETERMINAOAS. 
RESTRICCIONES PARCIALES 

En los dos ejemplos considerados en la seccidn anterior (figuras 4.2 y 
4.3), los tipos de apoyos usados fueron tales que era imposible que el 
cuerpo rigido se moviera bajo la accion de las cargas dadas o bajo cual- 
quier otra condicidn de carga. En casos como dstos, se dice que el cuer- 
po rigido tiene restriction completa. Tambidn se debe recordar que las 



Figura 4.3 
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Flgura 4.4 Reacciones estaticamente 
indeterminadas. 




b) 

Figura 4.5 

Restricciones parciales. 


reacciones correspondientes a estos apoyos involucraban tres incogni- 
tas, las cuales podian determinarse resolviendo las tres ecuaciones de 
equilibrio. Cuando se presenta una situation como esta, se dice que 
son reacciones estdticamente determinadas . 

En la figura 4.4a la armadura mostrada se sostiene por pemos en A 
y B. Estos apoyos proporcionan m is restricciones de las necesaria s para 
evitar que la armadura se mueva bajo la acci6n de las cargas dadas o 
bajo cualquier otra condicion de carga. Tambien se observa a partir del 
cliagrama de cuerpo libre de la figura 4.4b que las reacciones correspon- 
dientes involucran cuatro incognitas . Puesto que> como se senald en la 
secci6n 4.4, solo estan disponibles tres ecuaciones de equibbrio indepen- 
dientes, se tienen mas incdgnitas que ecuaciones ; por tanto, no se pue- 
den determinar todas las incdgnitas. Mientras que las ecuaciones %M A 
— 0 y SMg = 0 proporcionan, respectivamente, las componentes verti- 
cales B (/ y A tJ , la ecuacidn X F x ~ 0 solo proporciona la suma A x + B x de 
las componentes horizontales de las reacciones en A y B. Se dice que las 
componentes A x y B x son estdticamente indeterminadas , Estas pueden 
determinarse consider an do las deformaciones ocasionadas en la anrnadu- 
ra por la condicion de carga dada, pero este metodo esta fu era del alcan- 
ce de la estatica y corresponde al estudio de la mecanica de materiales. 

Los apoyos usados para sostener la annadura mostrada en la figu- 
ra 4.5tf consisten en los rodillos en A y B. Es evidente que las restric- 
ciones proporcionadas por estos apoyos no son sufitientes para impe- 
dir que la armadura se mueva. Aunque se impide cualquier movimiento 
vertical, no Kay nada que evite que la armadura pueda rrioverse en for- 
ma horizontal. Bajo estas cir cu n stand as > $e dice que la armadura tie- 
ne restriccion parcialJ En la figura 4.5b se observa que las reacciones 
en Ay B solo involucran dos incognitas . Como aiin se tienen que cum- 
plir tres ecuaciones de equilibrio, hay menos inc6gnitas que ecuacio- 
nes y, en general, una de las ecuaciones de equilibrio no se cumplirA. 
Mientras que las ecuaciones = 0 y SjV/ B — 0 se pueden cumplir 
por medio de una selection apropiada de las reacciones en A y B, la 
ecuacion = 0 no serA satisfecha a menos que la suma de las com- 
ponentes horizontales de las fuerzas aplicadas sea igual a cero. Por tan- 
to, no se puede mantener el equilibrio de la armadura de la figura 4.5 
bajo condiciones generales de carga. 

De lo anterior se concluye que si un cuerpo rigid o tiene restric- 
cion completa y si las reacciones en sus apoyos son estdticamente de- 
terminadas, entonces habrd tantas incognitas como ecuaciones de equi- 
librio. Cuando esta condicion no se cumple, se tiene la certeza de que 
el cuerpo rigido no estA completamente restringido o de que las reac- 
ciones en sus apoyos no son estaticamente determinadas; ademas, tam- 
bitii es posible que el cuerpo rigido no estc completamente restringi- 
do y que las reacciones sean estaticamente indeterminadas. 

Sin embargo, se debe serialar que la condicion ya mencionada, aun- 
que es necesaria , no es suficiente. En otras palabras, el hecho de que 
el numero de incdgnitas sea igual al ruimero de ecuaciones no garan- 
tiza que el cuerpo tenga restriccidn completa o que las reacciones en 
sus apoyos son estdticamente determinadas. Observe la figura 4.6 j en 
la cual la armadura mostrada se sostiene por medio de rodillos en A, 

f En ocas i ones se hace referenda a los cuerpos con restricoirtn par dial como inestables. 
Sin embargo, para evitar confusiones cntrc cstc tipo ile inestabilidacf debida a un numero 
insuficiente de restricciones v el tipo dc inestabilidad considerada en el capftulo 10, la cual 

relacionada con el comportamiento de un cuerpo ligido cuando se perturba su e<pii- 
librio, se reservant el uso de las palabras e&lable e inestable paTa estc ultimo case. 


B y E. A pesar de que existen tres reacciones desconocidas A, B y E 
(figura 4.6b), la ecuacibn XF* — 0 no se cumplira a menos que la su- 
Tna de las componentes horizontales de las fiierzas aplicadas rcsulte 
igual a cero. Aunque hay un ruimero suficiente de restricciones, estas 
no estan ubicadas de manera apropiada y no existe ningiin impedimen- 
to para que la armadura se mueva horizon talmente. En este caso, se 
dice que la armadura estb impropiamente restringida. Como sblo que- 
dan dos ecuaciones de equilibrio para determinar tres incognitas, las 
reacciones ser4n estaticamente indeterminadas, Por tanto, las reaccio- 
nes impropias tambibn producen indeterminacion estatica. 

Otro ejcmplo de restricciones impropias — y de indeterminacion 
estatica— lo proporciona la armadura mostrada eii la figura 4.7, la cual 
esta sostenida por un pemo en A y por rodillos en B y C, que en con- 
junto involucran cuatro incognitas. Como solo se dispone de tres ecua- 
ciones do equilibrio indepen die ntes, las reacciones en los apoyos son 
estaticamente indeterminadas. Por otro lado, observese que no se pue- 
de cumplir la ecuacibn SM a = 0 bajo condiciones generales de carga 
puesto que las lineas de accibn de las reacciones B y C pasan a travbs 
de A. Entonces, se concluye que la armadura puede rotar alrededor de 
A y por ende, est£ impropiamente restringida. 1 

Los ejemplos de las llguras 4.6 y 4.7 conducen a la conclusion de 
que un cuerpo rigich esta impropiamente restringida siempre que los 
apoyos esten ubicados de tal forma que las reacciones sean concurrentes 
o paralelos , A aunque proporcioncn un ntimero suficiente de reacciones. 

En resumen, para asegurarse de que un cuerpo rigido bidimensio- 
nal esta completamente restringido y de que las reacciones en sus apo- 
yos son estaticamente determinadas, se debe verificar que las reaccio- 
nes, involucren tres — y sblo tres — incognitas v que los apoyos estbn ubi- 
cados de manera que no requieran que las reacciones sean concurren- 
tes o paralelas. 

Los apoyos que involucran reacciones estaticamente indetermina- 
das deben utilizarse con cuidado en el diseno de estructuras y con ple- 
no conoci miento de los problemas que pueden causar. Por otra parte, 
es usual que el andlisis de estructuras con reacciones estaticamente in- 
determinadas se realice en forma parcial por medio de los mbtodos de 
la estatica. Por ejemplo, en el caso de la armadura de la figura 4.4 , las 
componentes verticales de las reacciones en A y B se obtuvieron a par- 
tir de las ecuaciones de equilibrio. 

Por razones obvias, los apoyos que originan restricciones parciales 
o impropias se deben evitar en el diseno de estructuras estacion arias. 
Sin embargo, una estructura restringida en forma parcial o impropia 
no necesariamente se colapsara; bajo ciertas condiciones dc carga en 
particular, se puede mantener el equilibrio. Por ejemplo, las armadu- 
ras de las figuras 4.5 y 4.6 estarbn en equilibrio si las fuerzas aplicadas 
P, Q y S son verticales. Ademas, las estructuras disenadas para mover- 
se solo deben estar parciaJmente restringidas. Por ejemplo, un carro 
de ferrocarril seria de poca utilidad si estuviera completamente restrin- 
gido por tener sus frenos aplicados en forma permanente. 


1 La rotacibn de la armadura con respecto a A requiere algo de “juego” en los apoyos en 
B y C. Ln la pr£ctica siempre existiri dicbo juego. Ademds, se obsena que si el juego es mf- 
nimo, el desplazamiento de los rodillos B y C, y por tanto, las distances desde A hasta las li- 
neas de accibn de las reacciones ByC, tarnbien sci4n pequenas. Asl, la ecuacibn 2 M A = 0 
requiere que B y C sean muy grandes, lo cual puede causar la fall a de los apoyos en B y C\ 

1 Debido a que esta situacibn surge por un arreglo o geometria inadecuados de los apo- 
yos, coTiuinmente sc haee referenda a la misma como inestdbilidad geomelrica. 
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Figura 4.6 Restricciones impropias. 



a) 



Figura 4.7 Restricciones impropias. 
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PROBLEMA RESUELTO 4.1 





Una grtia fija tiene una mas a de 1 000 kg y so usa para levantar una caja de 
2 400 kg. La grua se mantiene en su lugar por medio de un pemo en A y un 
balandn en B. El oentro de gravedad de la grtia esta ubicado en G. Deter- 
mine las componentes de las reacciones en A y B. 


SOLUCION 

Diagratna dc cuerpo libre* Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de la grtia. Si multiplica las masas de la grua y de la caja por g = 9.81 m/s 2 , 
se obtienen sus respectivos pesos, esto es, 9 810 N o 9.81 kN y 23 500 N o 
23.5 kN. La reaction en el pemo A es una fuerza con direction desconoci- 
da; £sta se representa por sus componentes A* y Ay. La reaccidn en el ba- 
landn B es perpendicular a su superficie; por tanto, dicha reaccidn es hori- 
zontal. Se supone que A*, A^y B actdan en las direcciones mostradas en la 
ligura. 

Determination de B. Se expresa que la suma de los momentos de 
todas las fuerzas extemas con respecto al punto A es igual a cero. La ecua- 
cidn que se obtiene no contiene a A r ni a Ay puesto que los momentos de 
Ay y Ay con respecto a A son iguales a cero. Si se multiplica la magnitud de 
cada fuerza por su distanda perpendicular a partir de A „ se escribe 


+ '&M A “ 0 : 


B(1.5 m) - (9.81 kN)(2 m) 
B = H- 107.1 kN 


(23.5 kN)(6 m) = 0 
B = 107.1 kN 


Como el resultado es positivo, la reaction estd dirigida cn la forma que se su- 
puso. 

Determination de A*. La magnitud de Ay se determina con la suma 
de las componentes horizontales de todas las fuerzas extemas, la cual es igual 
a cero. 


-U^F X = 0: Ay + B = 0 

A x -f 107.1 kN = 0 
Ay = -107.1 kN 


Av - 107.1 k\ 


Como el resultado es negativo, el sentido de Ay es opuesto al que se habia 
supuesto originalmente. 

Determination de A y . La suma de las componentes verticales tarn- 
bien debe ser igual a cero 

+f = 0: A y - 9.81 kN - 23.5 kN = 0 

Ay = +33.3 kN Ay - 33.3 kN f < 

Sumando vectorialmcnte las componentes Ay y Ay se encuentra que la 
reacddn en A es 112.2 kN 5^17. 3 C . 

Comprobacion . Los valores obtenidos para las reacciones se pueden 
comprobar recordando que la suma de los momentos de todas las fuerzas ex- 
ternas con respecto a cualquier punto debe ser igual a ccro. Por cjemplo, 
considerando al punto B, se escribe 

+ ^SAf B - -(9.81 kN)(2 m) - (23.5 kN)(6 m) + (107.1 kN)(1.5 m) = 0 



PROBLEMA RESUELTO 4.2 


Se aplican tres cargas a una viga como se muestra en la figura. La viga se 
apova en un rodillo en A y en un perno en B< Sin tomar en cuenta el peso 
de la viga, determine las reacciones en A y B cuando P = 15 kips. 



SOLUCION 


Diagrama de cucrpo libre* Se dibuja un diagram a de cuerpo libre 
de la viga. La reacddn en A es vertical y se representa con A. La reaccidn 
en B se representa con las componentes B r y B y . Se supone que cada com- 
ponente actila en la direccion mostrada en la figura. 

Ecuaciones de equilibrio* Se escriben las tres ecuaciones de equili- 
brio siguientes y se resuelven para las reacciones senaladas: 

■U2F X = 0: F r = 0 B, = 0 < 

+^SM a = 0: 

-(15 kips) (3 ft) + B y ( 9 ft) - (6 ldps)(ll ft) - (6 kips)(13 ft) = 0 

B y = +21.0 kips B ? , = 2 1,0 kips f < 

+ = 0: 

— A(9 ft) + (15 ldps)(6 ft) — (6 kips)(2 ft) — (6 ldps)(4 ft) = 0 

A = +6.00 laps A = 6.00 kips f < 


Comprobacion. Se comprueban los resultados sumando las compo- 
nentes verticales de todas las fuerzas externas. 

+ |2F y = +6.00 kips — 15 kips + 21.0 kips — 6 kips — 6 kips = 0 


Observacion . En este problema las reacciones en Ay B son vertica- 
les; sin embargo, las razones de lo anterior son diversas. En A la viga se apo- 
ya en un rodillo; por tanto, la reaccion no puede tener una componente ho- 
rizontal. En B , la componente horizontal de la rcaceidn es igual a cero debido 
a quc se debe cumplir la ecuacidn de equilibrio SF X = 0 y a que ninguna de 
las otras fuerzas que actiian sobre la viga tiene una componente horizontal, 
A primera vista se hubiera podido observar que la reaccidn en B era ver- 
tical y se pudo haber omitido la componente horizontal B*. Sin embargo, es- 
ta practica no es conveniente. A I seguirla, se corre el riesgo de olvidar a la 
componente B x cuando las condiciones de carga requieran su presencia (es- 
to es, cuando se incluye una carga horizontal). Ademds, se encontr6 que la 
componente B x es igual a cero utilizando y resolviendo una ecuacidn de equi- 
librio, SF* = 0. Al dar por hecho que B x es igual a cero, es posible no per- 
catarse de que en realidad se ha hecho uso de esta ecuacidn y, por tanto, se 
podria perder la relaci6n del numero de ecuaciones disponibles para resol- 
ver el problema. 
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PROBLEMA RESUELTO 4.3 

Un carro de carga se encuentra en reposo sobre un carril que forma un an* 
gulo de 25° con respecto a la vertical. El peso total del carro y su carga es 
de 5 500 lb y este actua en un pun to que se encuentra a 30 in. del carril y 
que es cquidistante a los dos ejes. El carro se sostiene por medio de un ca- 
ble que esta unido a 6ste en tin punto que se encuentra a 24 in. del carril 
Determine la tensidn en el cable y la reaccidn en cada par de rue das. 


25 ir 


! 320 I 




SOLUCION 

Diagram a de cuerpo libre. Se dibuja e) diagram a de cuerpo libre 
del carro. La reaccion en cada rueda es perpendicular al carril y la fuerza de 
tension T es paralela a 6ste. Por conveniencia se selecciona al eje x paralelo 
al carril y al eje y perpendicular al mismo. Entonces, el peso de 5 500 lb se 
descompone en sus componentes x y y. 

W x = H-(5 500 lb) cos 25° - +4 980 lb 
W y = -(5 500 lb) sen 25° = -2 320 lb 


4 980 lb 


Ecuaetoncs dc equilibria* Se toman momentos con respecto a A pa- 
ra eJiminar aTyaRj de los cilculos. 

+^M a = 0: —(2 320 lb)(25 in.) - (4 980 lb) (6 in.) + fl 2 (5 0 in.) = 0 
Rz = Al 758 lb R 2 — 1 758 lb / 4 

Abora, toman do momentos con respecto a B para eliminar a T y a R 2 de los 
calculos, se escribe 

A^2M B = 0: (2 320 lb)(25 in.) - (4 980 lb)(6 in,) - ^(50 in.) = 0 
R\ = A 562 lb R l =562\h/' 4 

El valor de T se obtiene a partir de 

\A2F r = 0: 4 980 lb - T - 0 
T = A4 980 lb 


T = 4 980 lb \ 4 


Los valores encontrados para las reaccioncs se muestran en el croquis ad- 
junto. 


562 lb ■ 


.2 3201 


25.in. 


1 758 lb 


Comprobachm. Para corroborar los cilculos se escribe 

v*+SF y = A 562 lb A 1 758 lb - 2 320 lb = 0 

Tambi^n pudo baberse verificado la solucidn calculando los mementos con 
respecto a cualquier punto distinto de A o de B. 



PROBLEMA RESUELTO 4.4 


El marco mostrado en la figura sostiene una parte del tecbo de un pequeno 
edificio. Se sabe que la tensidn en el cable es de 150 kN, determine la reac- 
tion en el extremo fijo E> 


SOLUCION 


Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagram a de cuerpo lib re 
del marco junto con el cable BDF . La reaction en el extremo fijo E est& re- 
presentada con las componentes de fuerza E* y E y y por el par M E . Las otras 
fuerzas que acttian sobre el diagrama de cuerpo libre son las cuatro cargas 
de 2.0 kN y la fuerza de 150 kN ejertida en el extremo F del cable. 

Ecuador! es de equilibrio. Observe que DF = "\/ (4.5 m) 2 H- (6 m) 2 = 
7.5 m, se escribe 

AXF, = 0: E x + 44(150 kN) = 0 


2(1 kN' 20 kN 20 kN 20 kN 


E y = +200 kN E y = 200 kN t 

(20 kN)(7.2 m) + (20 kN)(5.4 m) + (20 kN)(3.6 m) 

+ (20 kN)(1.8 m) - ^(150 kN)(4.5 m) + M E = 0 


+"jS M e = 0; 


PROBLEMA RESUELTO 4.5 


Un peso de 400 lb se une a la palanca mostrada en la figura en el pun to A 
La constante del resorte BC es k = 250 Ib/in. y £ste no se encuentra defor- 
mado cuando 0 = 0. Determine la position de equilibrio. 


SOLUCION 


Diagrama del cuerpo fibre, Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
de la palanca junto al cilindro. Represente con s la elongaci6n del resorte a 
partir de la position en que £ste no se encuentra deformado y observe que 
s = sc tiene que F = ks = krO. 

Ecuaeion de equilibrio* Sumando I os moment os de W y de F oon 
respecto a O, se escribe 

-H^SA/o = 0: Wl sen 0 — r(krti) = 0 sen 6 — — t0 

XVI 

Sustituyendo los datos num^ricos que fueron pioporcionados se ob tiene 
_ u _ (250 lh/in.)(3 in.) 2 n * = „ 


Posicidn siii 
deformar 


Al resolver numdricamente, se encuentra 


